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Question 1.

(1) Soit v € V. Il existe n,m € N, e1,...,e, € B, e},... e, € B t1,... tn, th, ..., 1, €K tels
que
v="tie; + - +tpen, +thel + -t el

Alors
m(v) =tim(er) + -+ tnm(en) +t17(e)) + -+t m(en,) = tym(el) + - +tpmlen,) .
Ceci montre que w(B') engendre V/U.

. —
Soient m € N, €},...,e}, € B et t},...,t,, € K tels que tjn(e}) + -+t ,m(e],) = 0. Posons
v=tel+--+te, Onamn(v) = 0, cest-a-dire v € Kerm = U, donc il existe n € N,
€1,...,en € Betity,... t, € Ktels que v=1t1e1 + -+ +1t,e,. On a
—
0

9

(_tl)el +"'+(_tn)€n+t/1€/1+'--—|—tlme;n =y —v =
donc t; = -+ =t, =t; =--- =t;, = 0. Ceci montre que 7(B') est libre.

(2) Soit ¢ : Vi x Vo — 5—11 ® % I’application définie par

d(v1,v2) =11 @13 .

On observe que ¢ est bilinéaire, donc elle induit une application linéaire ¢ : V1 ® Vo — U1 ®
Par construction cette application envoie v; ® ve sur U7 ® Tz pour tout (vy,vs) € Vi x Va.

(3) Soit (u1,v2) € Uy x Va. Alors

%
o(u ®v2) =u1 U3 = 0®v2 0.

Comme U; ®V; est engendré par {u; ®@uvs | (u1,vs) € Uy xVa)}, on en déduit que Uy @V, C Ker .
De méme, V; ® Us C Ker ¢, donc (U; ® Va) + (Vi1 ® Us) C Ker .

(4) L’ensemble Bl est une base de U1 ® V5 et Bg est une base de V1 ® Ug, donc 5’1 U Bg engendre
(U1A® Vg) (1{1 ® Us). Soit B= {e1 ®ea | (e1,e2) € By x Bg} Alors B est une base de Vi ® Vs
et B1 UBy C B, donc By U By est libre.

Soit
80:8\(81U82)={€1®62 ’ (61,62) EBll XB&}.



Notons 7 : V1 @ Vo — % la projection canonique. Alors, par (1), 7?([3’0) est une

U1@V2)+(V1®U2
VigVs
base de TEv )+ (a0

(5) Soit (e1,e2) € B} x By. On observe que ¢(m(e1 @ e)) = @(e1 @ eg) = €1 @ e3. Comme By

Vi®Vs = o Bo / / Vi o Vo .
est une base de gz Hamy {er®ez | (e1,e2) € By x By} est une base de gt ® 2, ceci

montre que ¢ envoie bijectivement une base sur une base, donc est un isomorphisme.
Question 2.

(1) L’application ¢ : V* x V' — K définie par ¢(a,v) = a(v) est une application bilinéaire. Elle
induit donc une application linéaire Tr : V* @ V' — K.

Soient B = {ej,...,en} une base de V et B* = {ef,... e} la base duale de B. Pour tous
i,j € {1,...,n} on définie I'endomorphisme ¢; ; : V. — V par

N e sik=1
%’](e’“)_{ﬁ sik i

Rappelons que ¢; ; s’'identifie a e ® e; par I'isomorphisme £(V) ~ V* ® V. En particulier,

. 1 sii=j

Soient i, j, k,l € {1,...,n}. Pour tout r € {1,...,n} on a

e, sir=ketl=1

(i o ona)len) = { %

sinon

donc ‘
N | opry sil=1
90”090’“_{0 sil#i

On en déduit que

Te(pij o pra) = Tr(prs 0 pij) = { 0 sinon j

(3) Soient f € L(V) et M = (m; )i<i j<n la matrice de f dans la base B. On a
F=Y20 mijei;,
i=1 j=1

donc

Tr(f) = Z Z mi ;Tr(pij) = Zm“ .
i1

i=1 j=1



(2) Soient f,g € L(V). Soient M = (m; ;)1<i,j<n €t M' = (m} ;)1<ij<n les matrices de f, g dans
la base B, respectivement. Alors

n n n n
Tr(fog)=> D> > > mijmi Tr(pijo ¢k

i=1 j=1 k=1 I=1

n n n n
= Z Z Z Z m?e,lmi,jTr(S%,l ° i)

k=1 I1=1 i=1 j=1
=Tr(go f).

(4) Soit T : L(V) — K une forme linéaire telle que T'(f o g) = T'(g o f) pour tous f,g € L(V).
Soient i,7 € {1,...,n},i# j. On a
$i,j O Pii = wij et i 0pi; =0,
donc T'(p; ;) = T(0) = 0. Par ailleurs
Pij O Pii = Pjj € Qi 0Yij = Pigs

donc T'(p;;) = T(gj;). Posons A = T(p1,1). Alors, par ce qui précede, T' = ATr.



