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1 Rappels d’algebre linéaire

Dans ce chapitre K désignera un corps commutatif.

1.1 Ensembles, espaces vectoriels et bases

Définition. Soit E un ensemble. Une relation R sur E est un sous-ensemble R C E x E.
On utilise la notation Ry pour désigner une paire (x,y) appartenant a £. On dit que
R est une relation d’équivalence si

(a) R est réflexive, c’est-a-dire xRz pour tout x € F ;

(b) R est symétrique, c’est-a-dire, si Ry alors yRx, pour tous =,y € E ;

(c) R est transitive, c’est-a-dire, si xRy et yRz alors 2Rz pour tous z,y,z € E.
On dit qu’une relation R est une relation d’ordre si

(a) R est réflexive ;

(b) R est anti-symétrique, c’est-a-dire, si Ry et yRzx, alors © =y ;

(c) R est transitive.
Une relation d’ordre R est un ordre total si, de plus,

(d) 2Ry ou yRx pour tous z,y € E.
Définition. Soit £ un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre (partiel) notée <.
Une partie C' C E est une chaine de F si la restriction de < a C' est un ordre total. Soit
A C E. Un majorant de A est un élément = € E tel que a < z pour tout a € A. Un

minorant de A est un élément = € F tel que x < a pour tout a € A. Un élément ay € A
est dit mazimal (dans A) s’il n’existe pas de a € A tel que g < a et a # ag. De méme,
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un élément ag € A est dit minimal (dans A) s'il n’existe pas de a € A tel que a < qq et

a # ay.

Définition. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’ordre <. On dit que E est inductif
si £ # () et si toute chaine de ' admet un majorant. Par ailleurs, un bon ordre sur E est
un ordre total < tel que toute partie non vide de E admet un élément minimal (qui est
unique).

Axiome (Lemme de Zorn). Soit E un ensemble inductif. Alors E admet un élément
mazimal.

Lemme 1.1. Soient E un ensemble inductif et x € E. Alors il existe un élément mazimal
m € FE tel que v < m.

Démonstration. Soit A = {y € F;x < y}. Soit C' C A une chaine non vide. Alors C
est aussi une chaine non vide de E et, comme FE est inductif, C' a un majorant dans F.
Un tel majorant doit étre clairement dans A, donc C' a un majorant dans A. Ceci montre
que A est inductif. Par le lemme de Zorn, A un élément maximal, m. Cet élément est
aussi maximal dans E et x < m. O

Définition. Soient £ un ensemble et P(FE) I’ensemble des parties de E. Un sous-ensemble
L de P(FE) est un caractére fini 8'il vérifie la propriété suivante : siY € P(F), alors Y € L
si et seulement si X € £ pour toute partie finie X de Y.

Lemme 1.2. Soit E un ensemble infini. Alors l’ensemble des parties finies de E n’est
pas un caractére fini.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soit V' un espace vectoriel sur K. On dit qu'une partie L de V est libre si :
pour tout n € N, tout n-uplet (vy,...,v,) d’éléments de L, et tout n-uplet (t1,...,t,)

d’éléments de K, 1’égalité t1v; + - - + t,v, = 0 implique t; = t5 = --- =t, = 0. On dit
qu’'une partie G de V est génératrice (ou engendre V') si, pour tout v € V, il existe n € N,
un n-uplet (vy,...,v,) d’éléments de G et un n-uplet (ty,...,t,) d’éléments de K, tels

que v = tyvy + - - - + t,v, (on admet que, si n =0, alors v = 0). On dit qu'une partie B
de V est une base si elle est libre et génératrice.

Lemme 1.3. Soit V un espace vectoriel sur K. Une partie B de V' est une base si et
seulement si, pour tout v € V, il existe un unique n € N, un unique n-uplet (vi,...,v,)
d’éléments de B et un unique n-uplet (ty,...,t,) d’éléments de K\ {0} tels que v =
tivg + -+ o,

Démonstration. Exercice. O

Lemme 1.4. Soit V' un espace vectoriel sur K. Alors l’ensemble des parties libres de V'
est un caractére fini.



Démonstration. Exercice. O

Lemme 1.5. Soient E un ensemble et L C P(E) un caractére fini non vide. Alors L,
ordonné par l'inclusion, est un ensemble inductif.

Démonstration. Soit C C £ une chalne non vide. Posons

x=v.

YeC

Montrons que X € L et X est un majorant de C. Ceci démontrera le lemme. Soit
Z = {ry,...,x,} un sous-ensemble fini de X. Pour tout i € {1,...,n} il existe ¥; € C
tel que x; € Y;. L’ensemble {Y7,...,Y,} est fini et totalement ordonné, dont admet un
plus grand élément, Y;, (i.e. Y; C Y;, pour tout i € {1,...,n}). Ona Z CY;, Y, € L
et L est un caractere fini, donc Z € £. On a donc Z € L pour toute partie finie Z de X
donc X € L, car L est un caractere fini. Finalement, 'inclusion Y C X pour tout Y € C

découle de la définition de X. O

Corollaire 1.6. Soient E un ensemble et L C P(E) un caractére fini non vide. Alors L
contient un élément mazximal pour [’inclusion. O

Théoreme 1.7. Soit V un espace vectoriel sur K.
(1) V admet une base.
(2) Soit L €'V une famille libre. Alors il existe une base de V' contenant L.

(3) Soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors W admet un supplémentaire (i.e. il
existe un sous-espace vectoriel W' de V' tel que V=W & W’).

Démonstration. On commence par démontrer (2). On se donne une famille libre L C V.
On note L I'ensemble des familles libres de V' qui contiennent L. I'’ensemble L est un
caractere fini non vide (il contient L), donc est un ensemble inductif, donc contient un
élément maximal, B. On va montrer que B est une base. Comme B € L, B est une
famille libre. On démontre qu’elle est génératrice par I’absurde. Supposons que B n’est
pas une famille génératrice. Il existe un vecteur v € V' qui n’est pas combinaison linéaires
d’éléments de B. On a v € B car, autrement, v = 1 - v serait combinaison linéaire de 1
vecteur de B. Posons B’ = BU {v}. Soient n € N, uy,...,u, € B' et ty,...,t, € K, tels
quet1u1—|—~--+tnun:6>. Sivée{uy,...,u,},alorst; =---=t,=0caruy,...,u, € B
et B est libre. Supposons que v € {uy,...,u,} (disons v = ;). Si t; # 0, alors
o 252 tn
’U——EUQ—"'—EUn,

donc v serait combinaison linéaire d’éléments de B : contradiction. Donc ¢; = 0. Alors
tous + -+ -tyu, = 0, donc ty = --- =t, =0, car ug,...,u, € B est B est libre. On a



montré que B’ est libre. Il contient strictement B (et donc aussi L), donc est un élément
de L strictement plus grand que B : contradiction. On en conclue que B est génératrice.

Pour démontrer (1) il suffit d’appliquer (2) & L = 0.

Maintenant on démontre (3). Soit W un sous-espace vectoriel de V. Par (1), W admet
une base, By,. Cet ensemble est libre dans V', donc il existe une base B de V' contenant
By. On pose By = B\ By et on note W’ le sous-espace vectoriel de V' engendré par
By. On va montrer que V =W & W'.

Soit v € V. Comme B est génératrice, il existe n,m € N, uy,...,u, € Bw, u},...,u,, €
By, ty, .. tp, th, .ot € K tels que
v ="ty + - b, U 4

Posons
w=tu + -+ tyu, €EWetw =ty +---+t u, eW.
Alors v = w + w’. Ceci montre que V=W + W',
Soit v € WNW'. Commev € W, il existen € N, uy,...u, € By etty,...,t, € K\{0} tels

que v = tyuy+- - - tyu,. De méme, comme comme v € W’ il existem € N, u), ... u), € By
et th,...,t,, € K\ {0} tels que v = tju) +---t,,ul,. On a
%
frus -ttty + () 4 (), = O

Ceci contredit le fait que B soit libre, a moins que n = m = 0. Dans ce cas v = 0. Ceci
/
montre que WNW’" ={0}. O

Soit I un ensemble. On note V I'ensemble de toutes les fonctions de I dans K. V est
muni d’opérations interne et externe + et - définies par

(f +9)(i) = f(i) + g(i)

pout tous f,g € Vet iel,
(t- ) =t (@)
pour tous f € V., t € Keti € I. On dit que f € V est & support fini si Uensemble

{i € I f(i) # 0} est fini. On note V I’ensemble des applications de I dans K & support
fini. Pour tout ¢ € I on définit I'application ¢; : [ — K par

N )1 sig=1
Proposition 1.8.

(1) V est un espace vectoriel sur K et V est un sous-espace vectoriel de V.
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(2) L’application I — V, i — 6; est injective et {d;;i € I} est une base de V.

Démonstration. La partie (1) est laissée en exercice.

Soient i, 7 € I tels que ¢ # j. Alors
0i(j) =0#1=0;(j),

donc 9; # 9;. Ceci montre que I'application I — V', i — J; est injective.

- =
Soient n € N, iy, ... 4, € [ et ty,...,t, € Ktels que t10;, +---+1t,9;,, = 0 (ou 0 désigne
I'application I — K, i+ 0.) Pour j € {1,...,n} on a

0= (t10i, + -+ 1ady, ) (i) = 1;.
Ceci montre que {d;;7 € I} est libre.

Soit f € V. Soit {i1,...,i,} = {i € I; f(i) # 0} le support de f. Posons t; = f(i;) pour
tout j € {1,...,n}. Alors f = t10;, + -+ + t,0;,. Ceci montre que {6;;¢7 € I} engendre
V. O

1.2 Espaces quotients

Soient V' un espace vectoriel sur K et W un sous-espace vectoriel de V. Soit R la relation
d’équivalence sur V' définie par :

TRy & z—yeW.

Lemme 1.9. La relation R est compatible avec les opérations de V. C’est-a-dire :
(a) SiviRuy et vaRYY, alors (v1 + ve)R(v] + vh), pour tous vy, va, vy, vh €V ;

(b) Si vRY', alors (tv)R(tv'), pour tous v,v' € V et t € K.

Démonstration. Exercice. O

Pour v € V, on appelle classe de v et on note v = v+ W = {v+ w;w € W} la classe
d’équivalence de v par R. On note V/W ’ensemble quotient, c’est-a-dire I’ensemble des
classes d’équivalence.

Proposition 1.10.

(1) Les opérations interne + et externe - sur V/W données par

rT+y=xz+y, t-T=1x,

pour x,y € V ett € K, sont bien définies.



(2) L’ensemble V/W muni des deux opérations + et - est un espace vectoriel sur K.

(3) L’application p :V — V/W, x +— T, est une application linéaire surjective dont le
noyau est W.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.11. Soient V, V' deux espaces vectoriels, W un sous-espace de V et
[V = V" une application linéaire. Si f s’annule sur W, alors il existe une unique
application linéaire f : V/W — V' telle que f = f o, c’est-a-dire le diagramme suivant
commute.

v — oy

| A

V/W

Démonstration. Pour x € V on pose f(Z) = f(x).

Montrons que f : V/W — V' est bien définie. Soient z,y € V tels que # = 3. On
xr—y e W, donc _

fl@)=fly)=fle—y) =0,
done f(x) = f(y)-

Montrons que f est linéaire. Soient x1, 29 € V et tq,ty € K. Alors

f(t1T1 + toZa) = f(tixy + taxe) = f(tizy + tawa) =t f(x1) + taf (22)
= t1f(Z1) + t2f (T2) .

On a f = f oy par définition de f.

Soit f’: V/W — V' une application linéaire telle que f = f’ o . Pour tout € V on a
(@) = [op) = fz) = f(2),

donc f’ = f. O]

Proposition 1.12. Soient V un espace vectoriel et W, W' deux sous-espaces de V tels

que V=W @ W'. Alors W' ~V/W. En particulier, si V est de dimension finie, alors
dim(V/W) =dim V — dim W.

Démonstration. Soit f : V — W’ lapplication définie comme suit. Soit v € V. On
éerit v = w4 w onw € W et w € W' et on pose f(v) = w'. On vérifie facilement
que f est bien définie, est une application linéaire, et s’annule sur W. Il en résulte que
f induit une application linéaire f : V/W — W’. Réciproquement, soit = : V — V/W
I'application quotient et g : W/ — V/W la restriction de m a W’. On vérifie facilement
que go f = Idyw et fog=Idy, donc f et ¢ sont des isomorphismes. O
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1.3 Espaces duaux

Définition. Soit V' un espace vectoriel sur K. L’espace dual de V', noté V*, est 'espace
L(V,K) des formes linéaires V' — K.

Supposons que V' soit de dimension finie, n. Soit B = {ey,...,e,} une base de V. Pour
tout ¢ € {1,...,n} on définit ef € V* par

o [1 sii=j
ei(ef)_{o si i #

Proposition 1.13. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, n, B = {e1,...,e,}
une base de V', et B* = {e],... e’} défini comme avant. Alors B* est une base de V*.
En particulier dimV = dim V*.

. . . e .
Démonstration. Soient ty,...,t, € Ktels que tyej+---+t,el = 0. Pouri e {1,...,n}
on a

Ceci montre que B* est libre.

Soit f € V*. Pour tout ¢ € {1,...,n} on pose t; = f(e;). Alors f = t1ef + -+ + tpef.
Ceci montre que B* engendre V*. [

Remarque.

(1) SiV est de dimension finie, alors V* est isomorphe & V' car a la méme dimension.
Par contre, il n’existe pas d’isomorphisme naturel de V' dans V* ou de V* dans V.

(2) L’espace V* n’est pas isomorphe a V si V est de dimension infinie.

Proposition 1.14. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ : V. — V**,
T = 2™, ou ™ est définie par

2 (f) = f2), feV".

Alors ¢ est un isomorphisme. En particulier, il existe un isomorphisme naturel entre V

et le bi-dual V**.

Démonstration. Démontrons d’abord que, si x € V, alors x** est bien linéaire. Soient
fi1, fo € V* et t1,t5 € K. Alors

Tt f1 Ftafa) = (L fi Ftafo)(z) = tifi(z) +tafo(r) = tix™ (f1) + ta2™ (f2) .

Démontrons maintenant que ¢ est linéaire. Soient x1,25 € V et t1,t5 € K. Pour tout
feV*ona

(t1z1 + taxe) ™ (f) = f(tizy + taxs) = t1 f(x1) + ta(z2) = t1a]"(f) + t2z3(f),
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donc (121 + toxa)™ = t1af* + toxs”.

Finalement, montrons que ¢ est injectif. Comme dim V' = dim V**, ceci implique que ¢

est un isomorphisme. Soit z € V tel que z** = 0. On a f(z) = 2™ (f) = 0 pour tout
—

feV* doncx= 0. H

1.4 Produits et sommes directes d’espaces vectoriels

Définition. Soit {V;};c; une collection (infinie) d’espaces vectoriels sur K. Le produit
directe des V; est 'espace vectoriel, noté || e Vi, dont les éléments sont les familles (vi)ier
telles que v; € V; pour tout ¢ € I. La structure d’espace vectoriel sur J[,., V; se fait
composante par composante, c¢’est-a-dire,

(Vi)ier + (V))icr = (Vi +V))icr et t(vi)ier = (tvi)ier

pour tous (v;)ier, (v5)ier € [[;c; Vi et t € K. La somme directe des V;, notée @;c1V;, est le
sous-espace vectoriel de J[,., V; formé des familles qui sont nulles presque partout, c’est-a-

dire des familles (v;);c; telles que v; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices. Remarquez
que Hiel Vi = @,V si et seulement si [ est fini.

Notations. Pour tout ¢ € I on note

Wi:H‘/j—>V}

jer

la projection sur la i-eme composante, et

Ti:w%@vi

iel

. L N . - .
'insertion a la i-eme place. Pour v € V;, 7;(u) est la famille (v;);es telle que v; = 0 si

Jj # i et v; =u. De plus, on notera o : ®c;V; — Hjel V; l'inclusion, et on posera

pi:moa:@‘/}—ﬂ/}
jeI
Lemme 1.15. 7; et 7; sont des applications linéaires. De plus,

e [y sii=j
j A I siij

En particulier, T; est injectif, et m; et p; sont surjectifs.

Démonstration. Exercice. L]



Rappelons que, si V, W sont deux espaces vectoriels, L(V; W) désigne 'espace des appli-
cations linéaires de V dans W.

Théoréme 1.16 (Propriétés universelles). Soient (V;);er une collection d’espaces vecto-
riels et W un espace vectoriel.

(1) Soit (fi : Vi = W)er une collection d’applications linéaires. Alors il existe une
unique application linéaire f : @iV — V telle que f; = for pour touti € I. De
facon plus précise, on a un isomorphisme

a:HC(Vi;W) <—>£<@Vi;W> :

iel i€l

(2) Soient (g; : W — V;)ier une collection d’applications linéaires. Il existe une unique
application linéaire g : W — [[,c; Vi telle que g; = m; o g pour tout i € I. De fagon
plus précise, on a un isomorphisme

v [[eoVivi) «— £ <W;Hm> :

i€l il

Démonstration. Soit f = (fi)icr € [Lic; £(Vi; W). On définit f = a(f) € L(@icsVi; W)
comme suit. Soit v = (v;)ier € (BiesV;). Alors

= Z fi(vi) .

el

e <

Cette somme est finie car f;(v;) = fi(0) = 0 pour presque tous 4, donc a(f) est bien
définie. Montrons qu’elle est linéaire. Soient v = (v;)ier, v = (V))ier € (BicsV;) et
t,t" € K. Alors

ftv+t') Zfzt’(}i—|—t/’l}2/->:thi(Ui)—Ft/f('UZ/')

i€l i€l

=t filv) +t> fi(v]) =t fv) +1 f(0).

el el

Montrons que I'application o : [[.c; L(V;; W) = L(®ierVi; W) est linéaire. Soient f=
(fi)ier, 1= (fDier € ([Tic; L(Vi,W)) et t,¢' € K. Soit v = (v;)ier € (BiesV;). Alors

alt f+1' F)0) =Y (tfi+t f)w) =ty filw) +1 > f'(v)

icl iel el

=ta(f)(v) +1 a(f)(v) = talf) +t a(f))(v),



donc

at f+t' fY=ta(f)+t alf).
Soit ' : L(®ierVi; W) = [1,c; L(Vi, W) lapplication définie par

o (f) = (foTiier-
On vérifie facilement que oo’ = Id et o’ o a = Id, donc « est une bijection.

Soit § = (9i)ier € ([[;e; LW;V;)). On définit g = v(g) € L(W;]];c; Vi) comme suit.
Soit w € W. Alors

g(w) = (gi(w))ier -
On montre facilement que g est linéaire. On montre aussi facilement que ’application
v [ Lies LW Vi) = LW ], Vi) est linéaire. Soit v« LIW;],c; Vi) = [Lie; LW V5)
Iapplication définie par

Y (9) = (70 g)ier -
On vérifie facilement que v o+’ = Id et 7' oy = Id, donc 7 est une bijection. O]

Proposition 1.17. Soient (V;);cr une collection d’espaces vectoriels et, pour tout i € I,
B; une base de V;. Alors Uiermi(B;) est une base de @;eV;.

Démonstration. Il est évident que 7;(B;) N 7;(B;) = 0 si i # j. Soit v = (v;)ier €
®ic/V;. Il existe n € N et iq,...,1, € [ tels que v; = 0 sii & {iy,...,i,}. Pour tout
je{l,...,n}, il existe m; €N, ey j,...,em,; € Bj, et tyj,... ty,; € Ktels que

Vi; = trg€rj t et g j€my g

Il s’en suit que

n n My
v=) T (0y) = DD kT (ers)
7j=1 J=1 k=1

Ceci montre que U;er7;(B;) engendre @,/ V.

On suppose donnés n € N, 4y,...,i0, € [, m; €N, e1j5,...,€p, 5 € By, et tyj,... .ty ; €K
pour tout j € {1,...,n}, et on suppose que

n mj _
P ACHENS
j=1 k=1

Pour j € {1,...,n} on pose

(7 :t17'€17‘+"'—|—tm."€m.7' € V;.,
j g1, 3] 3] J
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et on pose v; = 0 sii & {iy,...,i,}. Alors

n my
%
(Vi)ier = Z Ztk,jTij(ek,j) =0,
j=1 k=1
donc v; = 0 pour tout i € I, donc ty; = --- =y, ; = 0 pour tout j € {1,...,n}. Ceci
montre que U;er7;(B;) est libre. O

Proposition 1.18. Soient (V;)icr, (V)icr deuz collections d’espaces vectoriels.

(1) Toute collection d’applications linéaires [ = (fi)icr € [lic; £(Vi; V7) induit une
application linéaire f € L(B;crVi; BicrV)). Plus précisément, on a une application
linéaire

a: Hﬁ(Vi; V)) = L(®ierVi; BierVy) -
iel
L’application linéaire o est injective. De plus, si f; est injective (resp. surjective)
pour tout i € I, alors o f) = [ est injective (resp. surjective).

(2) Toute collection d’applications linéaires f = (fi)ies € [Lic; £(Vi; V) induit une
application linéaire f € L([[;c; Vis1Lic; Vi) Plus précisément, on a une application

linéaire
v [Tewsv) = cq[va TTv)-
icl iel el
L application linéaire vy est injective. De plus, si f; est injective (resp. surjective)
pour tout i € I, alors y(f) = [ est injective (resp. surjective).

Démonstration. On démontre (1). La partie (2) est laissée en exercice. Soit f=
(fidier € TLie; £(Vi; V). On définit f = a(f) € L(DiesVi; ®ierV;) comme suit. Soit
v = (Vi)ier € (BierV;). Alors

f(w) =a(f)(v) = (fi(vi))ier -

On démontre facilement que f est bien définie et est une application linéaire. On démontre
aussi facilement que I'application o : [[,c; L(Vi; V) = L(®ierVi; ®ierVi) est linéaire.

On remarque que, pour tout i € I, on a f; = p; o f o7;. En particulier, si f = a(f) =0,
alors f; = 0 pour tout ¢ € I, donc f = 0. Ceci montre que « est injective.

Supposons que f; est injective pour tout i € I. Soit v = (v;)ier € (DiesV5).
%
f() = (fi(vi))ier = 0
- .
= fi(v;)) = 0 pour tout i € [
= wv; = 0 pour tout s e [
_>

= vV = (Ui)iel =0
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D’ou f est injective.

Supposons que f; est surjective pour tout i € I. Soit v/ = (v})jer € (BiesV)). On pose
— S T T . K

v, =0 € Visiv, = 0. Siv, # 0, on choisit v; € V; tel que f;(v;) = v[. On pose

v = (v;);er. Alors v € @iV et f(v) =v'. D’ou f est surjective. O

Corollaire 1.19. Soient (V;);e; une collection d’espaces vectoriels et, pour touti € I, U;
un sous-espace vectoriel de V;. Alors ®;crU; est un sous-espace vectoriel de ®;crV;, et on
a

DierVi Vi

DierU; B Ul

iel

Démonstration. Pour i € I on note ¢; : U; — V; I'inclusion. Alors les ¢; induisent
une application linéaire injective ¢ : @®;e;U; — @®ierV;. Pour ¢ € I on note m; : V; —
% I’application quotient. Alors les m; induisent une application linéaire surjective 7 :
BicIVi — @iel%. Reste a montrer que Ker m = ®;c;U;. Soit v = (v;)ier € (PicsVi).

%
m(v) = (%Ui»iel =0
mi(v;) = 0 pour tout i € [

v; € U; pour tout 7 € [
& v = (v)icr € (RierVy)

T3

m
2 Produit tensoriel d’espaces vectoriels
Dans ce chapitre K désignera un corps commutatif.
2.1 Définitions et propriétés
Définition. Soient Vi, ..., V,, W des espaces vectoriels sur Ket f : Vi x---xV, — W une

application. On dit que f est p-linéaire si, pour tous i € {1,...,p}, v; € Vi,...,v;1 €
Vi1, 0,0 € Viyvipr € Viga, ..., € Vet t it € K, on a

/!
f(?]i, e ,Ul;l,t’l)i + t ’Ui, Vitly .- - ,Up) = tf(?)i, e Vi1, U, V541, - - - ,Up)
/ /
+ t f(?]i, ey Ui, Ui,’l}i+1, .. ,’Up) .
Une application linéaire est une application 1-linéaire et une application bilinéaire est une

application 2-linéaire. On note L£,(Vi,...,V,; W) Pespace des applications p-linaires de
Vi x---xV, dans W.

Théoreme 2.1. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels sur K. Il existe un espace vec-
toriel Vi @ Vo ® --- ® V), et une application p-linéaire v : Vi X --- xV, = Vi ®---®1V,
vérifiant les propriétés suivantes.
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(a) Lespace Vi ®---® V), est engendré par l'ensemble {t(vy,...,v,); (v1,...,0,) € Vi X
Lo X ‘/p} ;

(b) pour tout espace vectoriel W et tout application p-linéaire f € Ly(Vi,...,Vy; W), il
existe une application linéaire f : V1 ®@--- @V, = W telle que f = fouv, c’est-a-dire
le diagramme suivant commute.

%X"'X‘/pf W

|

eV,

De plus, le couple (V1 ® --- @ V,, 1) est unique.

Définition. L’espace V) ® --- ® V,, s’appelle le produit tensoriel de Vi, ..., V,. On note
L(v,...,v) = 11®- - -®u, et on appelle tenseur élémentaire. Les éléments de Vi ®- - -®V,,
sont appelés tenseurs.

Démonstration. On commence par construire V; ® --- ® V,, et . On considere F =
Vi x -+ x V, comme un ensemble et on note H 'espace vectoriel sur K ayant £ comme
base. On note N le sous-espace vectoriel de H engendré par

/!
{(v, vt v, v, vp) — (UL, Vi1, Vi Vigts - Up)
/ / - /
—t' (U1, .. Vi1, Uy Vi1 -, Up) T E{L L D), v €VA, o v € Vs v, €V,
/
Vit1 € Vig1,...,up €V, it € K}

Onpose Vi ®---®V,=H/N etonnote ¢ : V) x --- xV, = V1 ® --- ® V, application
qui & (vy,...v,) associe sa classe dans le quotient H/N.

Soient i € {1,...,p}, vy € Vi,...,v;.1 € Vi_y,u,v, € Vivip1 € Vi, .. v, € V, et
t,t' € K. Comme

/!
(U1, v, b0 F E UL Vi, - 0p) — (U1, Ui, U, Vi -, V)
/ /
—t (Ula"wvi—luvmvi-i-lu"'7Up) € N7
on a
!/
L(vr, o v 0 EUL Vi, - Up) — T (V1 Vi1, Uiy Vi -, Up)
%
/ /
—t (v, Vi1, U Vi, -2, Up) = O

Ceci montre que ¢ est p-linéaire.

Comme H est engendré par 'ensemble {(v1,...,v,);v1 € Vi,... 0, € V,}, HIN =V ®
-+ ®V, est engendré par {¢(vy,...,v,);v1 € Vi,...,0, € V, }.
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Soient W un espace vectoriel sur K et f € L£,(Vi,...,V,; W). On considere f : Vi x
-+ x V, = W comme une application ensembliste et on note F' : H — W l'application
linéaire qu’elle définie. Pour ¢ € {1,...,p}, v; € Vi,... 0,1 € Vi_y,v,0) € Vi, v;41 €
Vigr,...,vp € Vyett,t' € Kon a

F((v1, . e, tv + 0L, vig1, o, 0p) — £ (01,0 s, U, Vit - -+, Up)
— ' (v1, .. V1,V Vi, Up)
=f(v1, .., Vi1, t0; + TV V1, Up) — E (U1, Vi1, Vg Vi1, e Up)
=t f(V1y e Vi1, U Vi e Up)
=0 .

Ceci montre que F' s’annule sur les générateurs de IV, donc s’annule sur NV tout entier. On
en déduit que F' induit une application linéaire f cH/IN=V,®---®V, - W. Il est clair
que, par définition, f ot = f. Par ailleurs, f est unique car est entierement déterminée
par les images des générateurs de V; ® --- ® V.

Il reste & montrer I'unicité du couple (V; @ --- ®@ V},,¢). Soit (V,7), ot V est un espace

vectoriel sur Ket 7: V) X --- XV, = V est une application p-linéaire, vérifiant :
(a) L'espace V est engendré par Uensemble {i(vy,...,v,); (v1,...,v,) € Vi X ---x V,} ;

(b) pour tout espace vectoriel W et tout application p-linéaire f € L,(Vi,....Vyi W),
il existe une application linéaire f : V. — W telle que f = f ol , c’est-a-dire le
diagramme suivant commute.

%XX%LW

=

Comme ¢ : Vi X ---xV, = V1 ®---®V, est p-linéaire, il existe une application linéaire
0: Vo Vi®- -®V, telle que ¢ = goi. De méme, comme ¢ : Vi x---xV, — V est p-linéaire,
il existe une application linéaire ¢ : Vi ®---®@V, — V telle que i = yor. L’application ot
est 'identité sur I'ensemble {c(vy,...,v,);v1 € Vi,...,v, € V,} qui engendre Vi ®---®@ V),
donc ¢ o ¢ = Id. De méme, 1 o ¢ est I'indentité sur {i(vy,...,v,);v1 € Vi,... 0, € V,}
qui engendre V', donc 1 o ¢ = Id. [

Lemme 2.2. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels sur K.

(1) Soientie{l,....p}, v1 € Vi,...,vi1 € Viiy,u,0, € Vi, v € Vi, ..., 0, €V, et
t,t' e K. Alors

V1 Q- @i ® (v + V) QUi @ -+ Ry =
@ QU1 QU QU Q-+ QUpy) +1 (11 Q- QUil AU, QU1 ® -+ - Q).
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%
(2) igit(vl,...,vp) e Vix---xV,. Sivi= 0 pouruni e {1,...,p}, alorsv;®---Qu, =

0.
Démonstration. Exercice. O
Théoreme 2.3. Soient Vi, ..., V), des espaces vectoriels sur K et, pour touti € {1,...,p},

B; une base de V;. Alors
{e1®@---®e,; (e1,...,€,) € By X--- X B,}
est une base de Vi ® --- @ V).

Corollaire 2.4. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels de dimension finie. Alors Vi ®
<@V, est de dimension finie, et

dm(Vi@ Vo ®@---@V,) =dimV; -dim Vs ---dim V.

Le lemme suivant est un résultat préliminaire a la démonstration du théoreme 2.3.

Lemme 2.5. Soient Vi,..., V), des espaces vectoriels sur K et, pour tout i € {1,...,p},
B; une base de V;. Pour tout i € {1,...,p} on se fire un vecteur u; € B;. Alors il existe
une forme p-linéaire f : Vi x --- x V, = K telle que

_J1 si(e1,...,ep) = (U, ..., up)
f(el""’ep)_{() si(ei,...,ep)#(ui,...,up)

pour tout (eq,...,ep) € By X -+- X By,

Démonstration. Pour tout ¢ € {1,...,p} il existe une forme linéaire h; : V; — K
vérifiant
] 1 sie; = u;
hiles) = { 0 sl e; # u;

pour tout e; € B;. On définit f: V; x --- x V, = K par

f(Ul, Vo, ... 7?}1,) = hl(Ul) . hQ(UQ) s hp(l)p) .

On vérifie facilement que f est p-linéaire et que

1 si(er,...,ep) = (ur, ..., up)
f(el,...,ep)—{ 0 si (ei,...,eZ}#(ui,...,uZ)

pour tout (ey,...,e,) € By X -+ X B,,. O
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Démonstration du théoréeme 2.3. On pose B = {e; ® --- @ ep; (e1,...,e,) € By X
X Byt Soit G={v1 ® - @y (v1,...,0,) € Vi x--- x V,}. Soit v; ® -+ ® v, € G.
Pour tout 7 € {1,...,p} il existe m; € N, €;1,...,€m; € Bi et t;1,...,tim, € K tels que

Vi =tin€in o lim€im, -
Alors

mi My

Jj1=1 Jp=1
mi Mp
— E e g tle e tp,jpelJl ® e ® ep,jp .
Jji=1 Jp=1

En d’autres termes, tout élément de GG est combinaison linéaire d’éléments de B. Comme
G engendre V; ® --- ® V), on en déduit que B engendre aussi V; @ --- ® V.

Onsedonnen € N, (e1,®---®e,;) € Bett; € Kpouri € {1,...,n}, et on suppose que

= —
Zti(el,i®"'®€pyi) =0.
=1

On se fixe i € {1,...,n}. Par le lemme 2.5 on sait qu’il existe une forme p-linéaire
f:Vix.--xV, = Ktelle que

1 si(e),...,e)="(e1i,---,epi)
/ N 19 6p A P
f(ela s 7617) { 0 si (6/1,. . .,€;> 7£ (el,iu S 762772')

pour tout (€}, ...,e,) € By x -+ x B,. Soit f:Vi®---®@V, — K la forme linéaire induite
par f. Alors

fled & ... ):{1 Si<€,1>---7;):(61,1,...,%,1’)

e
0 si (6’1, C. ,6;) 7é (6171', . 7€p,i)

Ceci montre que B est libre. O

Corollaire 2.6. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels sur K.

(1) Pour touti € {1,...,p} on se donne une famille libre L; C V;. Alors {e; ® --- ®
ep;(e1,...,ep) € Ly X --- X Ly} est une famille libre de Vi @ --- @ V,.

%
(2) Soit (vy,...,v,) € Vi X i<) V. Onavy ®---®@v, = 0 siet seulement s’il existe
ie{l,...,p} tel quev; = 0.
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3) OnaVi®---®V, = {6)} si et seulement s’il existei € {1,...,p} tel que V; = {ﬁ}

Démonstration. Pour tout ¢ € {1,...,p} on se donne une famille libre L; C V;, et on
pose L = {e; ® --- ®ep;(€1,...,€p) € Ly X --- x L,}. Pour tout ¢ € {1,...,p} il existe
une base B; de V; contenant L;. Posons B = {e; ® --- ®e,; (e1,...,6€p) € By X --- X B, }.
Alors B est une base de V; ® --- ® V), et contient L, donc L est libre.

— .
Soit (vy,...,vp) € Vi x --- x V. Siv; # 0 pour tout i € {1,...,p}, alors L; = {v;} est
libre pour tout i € {1,...,p}, donc L = {e1 ® --- ® ¢ep; (€1,...,€p) € Ly X -+ X L} =
{vi ® --- ®v,} est libre. En particulier, v ® --- ®@ v, # 0. Par ailleurs, si v; = 0 pour
. - .
uni € {1,...,p},alors v; ® --- ®v, = 0 (voir Lemme 2.2 (2)).

Supposons qu’il existe ¢ € {1,...,p} tel que V; = {6)} Alors, par (2), v ® - - @ v, = [
pour tout (vy,...,v,) € Vi x --- x V,, donc V; ® ---®V, = {0}. Supposons que
Vi # {ﬁ} pour tout i € {1,...,p}. Pour tout i on choisit v; € V;, v; # 0. Alors, par (2),
'01®---®vp7é6>,donc%@---@%#{ﬁ}. O

Proposition 2.7.
(1) Soit V' un espace vectoriel sur K. Alors KRV ~V @K~V
(2) Soient Vi et Vy deux espaces vectoriels sur K. Alors Vi @ Vo ~ Vo @ V5.

(3) Soient Vi, Vo, Vi trois espaces vectoriels sur K. Alors (Vi@Ve)@Vs ~ Vi@ (Va@V3) ~
VieV,® Vs.

Démonstration. Soient V' un espace vectoriel sur K et B une base de V. Par le
théoreme 2.3, B’ = {1 ® e;e € B} est une base de K® V. L’application B — B’,
e — 1 ® e est une bijection donc induit un isomorphisme f : V' — K® V. On observe que
f(v) = 1®wv pour tout v € V. On démontre de la méme facon que V@ K~ V.

Soient V7, V5 deux espaces vectoriels et By, By des bases de V7, V5, respectivement. Posons
B = {e; ® ey;(e1,62) € By X By} et B' = {ex ® eq;(e9,e1) € By x By}. L’application
f:B— B e ®ey > ey ®e; est une bijection. Comme B est une base de V; ® V, et B’
est une base de V5, ® Vi, 'application f induit un isomorphisme f : V; @ Vo, — V5 ® V).
Remarquez que f(v; ® v9) = vy ® vy pour tout (vy,vy) € Vi x V.

Soient Vi, V5, V3 des espaces vectoriels sur K et By, By, Bs des bases de Vi, V5, V3, respec-
tivement. Posons B = {(e; ® e2) ® e3; (e1,€2,€3) € By X By x By} et B' = {e1 ® 3 ®
es; (e1,e9,e3) € By X By X Bsg}. L’application f: B — B’ (61 ® e3) ® €3 — €1 ® 2 @ e3
est une bijection. Par ailleurs, B est une base de (V; ® V5) ® V3 et B’ est une base de
V1®@Vo® V3. On en déduit que f induit un isomorphisme f: (V1@ V2)@V; — V1@ VL@ Vs,
Remarquez que f((v; ® vy) ® v3) = v1 ® v ® v3 pour tout (vq, vy, v3) € Vi X Vo x V3. On
démontre de la méme fagon que V; @ (Vo @ Vi) ~ V) @ Vo ® V. O
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Proposition 2.8. Soient (V;);c; une collection d’espaces vectoriels, et W un autre espace

vectoriel sur K. Alors
(@M) oW ~PViow).

el el

Démonstration. Pour tout ¢ € I on se donne une base B; de V;. De méme, on se donne
une base C'de W. Notons 7; : V; = @,V et 7/ 0 (Vi@W) — @, (V; @ W) les insertions.
Uieri(B;) est une base de @;¢;V; (voir la proposition 1.17), donc

B = {fea fi (e, f) € (Wieimi(B)) x C}

est une base de (®;e;V;) ® W. Par ailleurs, B, = {e ® f; (e, f) € B; x C'} est une base de
V; @ W pour tout 7 € I, donc ) )
B = UieiT; (B;)
est une base de @;c;(V; ® W). on a les bijections (naturelles)
B ~ (l—liGITi<Bz’)) x C' ~ (l—lielBi) x C' ~ |—|i€I<Bi X C) ~ I_Il-GIBZ’- ~ B/

qui induisent un isomorphisme (naturel)

(@W)@W%@(W@)W).

i€l el

]

Proposition 2.9. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels sur K et, pour tout i €
{1,...,p}, W; un sous-espace vectoriel de V.

(1) Lespace Wi & --- @ W, est un sous-espace vectoriel de Vi @ --- @ V.

(2) Supposons que V; # {ﬁ} pour touti € {1,...,p}. OnaW1®---@W, =V®---QV,
si et seulement st W; = V; pour tout i € {1,...,p}.

Démonstration. Pour i € {1,...,p}, on choisit une base L; de W;. Comme L; est libre
dans V;, il existe une base B; de V; contenant L;. Alors B = {e; ® --- ® ep; (€1,...,€p) €
By x---xBp}estune basede Vi®---®@V,, L ={e1®---®ep; (€1,...,€,) € Ly X---xX L}
est une base de W1 ®---®@ W, et L C B, donc W; ® - - - ® W), est un sous-espace vectoriel
de Vi ®--- @V,

Supposons que V; # {6)}, c’est-a-dire B; # (), pour tout i € {1,...,p}. Ona W1 ® --- ®
W,=Vi®---®V,siet seulement si L = B. On a L = B si et seulement si L; = B; pour
tout i € {1,...,p}. Finalement, on a L; = B; pour tout i € {1,...,p} si et seulement si
W; =V, pour tout i € {1,...,p}. O

Remarque. Si V) = {ﬁ}, alors Vi@W, = Vi@V, = {ﬁ} pour tout sous-espace vectoriel
W2 de 1/2
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2.2 Produit tensoriel d’applications linéaires

Définition. Soient Vi, Vo, Wy, W5 des espaces vectoriels sur K et f; : Vi — Wy, fo: Vo —
Wy deux applications linéaires. Soit F' : Vi x Vo — W) ® W, Dapplication définie par
F(v1,v2) = fi(v1) ® fa(vg). 1l est clair que F' est bi-linéaire, donc induit une application
linéaire f1 ® fo: V4 ® Vo — Wy ® Wy appelée produit tensoriel de fi et fs.

Proposition 2.10. Soient Uy, Vi, W1, Us, Vo, W des espaces vectoriels sur K et fy : Uy —
Vi, g1: Vi = Wh, fo:Us— Vs, go: Vo — Wo des applications linéaires. Alors

(1o fi) @ (g20f2) = (1 ®g2) o (f1® fa) : U1 @Us = Wi @ Wi

Démonstration. Soit (uq,us) € Uy x Us. Alors

((g10 f1) ® (g2 0 f2)) (w1 @ us)
(910 f1)(u1) ® (g2 0 f2)(u2)
=( )
( )

91 @ g2)(f1(u1) ® fa(uz))
91 @ g2) o (f1 ® fa)(u1 ® u)

Comme l'ensemble {u; ® ug; (ui,us) € Up x Us} engendre U; @ Us, ceci montre que

(
(910 f1) ® (920 f2) = (1 ® g2) © (f1 ® fa). u

Proposition 2.11. Soient Vi, Vo, Wi, Wy des espaces vectoriels sur K et fy : Vi — Wy,
fo : Vo — Wy des applications linéaires.

(1) Im(f; ® fo) = Im(f1) @ Im(f2). En particulier fi @ fo est surjective si fi, fo sont
surjectives. De plus, si f1, fo sont de rang fini, alors fi ® fo est de rang fini et

Re(f1 ® f2) = Rg(f1) Re(f2).
(2) f1® fo estinjective si fi, fo sont injectives.

(3) f1® fo est un isomorphisme si fi, fo sont des isomorphismes.

Démonstration. Vi ® V; est engendré par {v; ® vo; (v1,v9) € V1 X Vo}, done Im(f; & f2)
est engendré par

{(fi @ f2)(v1 ®v2); (v1,02) € Vi x Va} = {fi(v1) ® fo(va); (v1,v2) € Vi X Va}
qui clairement engendre Im(f;) ® Im(f2).

Supposons que f; et fo sont injectives. Soit B; une base de V; pour i € {1,2}. Comme f;
est injective, f;(B;) est libre, donc il existe une base C; de W; contenant f(B;). Posons
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B ={e; ®eq;(e1,63) € By X Bo} et C = {e] ®¢}: (€],ey) € C1 x Co}. Alors B est une
base de V1 ® V;, et C' est une base de Wi @ Ws. Pour (e, e3) € By X By on a

(1@ fo)(e1 ®e2) = file1) ® faler) € O

donc (f1 ® fo) evoie bijectivement B sur un sous-ensemble de C', donc sur une famille
libre, donc f; ® fo est injective.

La partie (3) du lemme est une conséquence directe de (1) et (2). O

Proposition 2.12. Soient Vi, W1, Vo, Wy des espaces vectoriels sur K et fy : Vi — Wy,
fo : Vo — Wy des applications linéaires. Posons K; = Ker f; et Ky = Ker fy. Pour
i € {1,2}, on choisit un sous-espace V/ de V; tel que V; = K; & V. Alors

Ker(fi ® fo) = (K1 @ Va) + (Vi @ Ky) = (K1 ®@ V;) @ (Vi ® K3)
=(Kio V) e (V] ®K).

Les deux résultats suivants sont des préliminaires a la démonstration de la proposi-
tion 2.12.

Lemme 2.13. Soient V,W deux espaces vectoriels sur K et Uy, Us deux sous-espaces
vectoriels de V.. Alors (Uy +Us) @ W = (U, @ W) + (Uy @ W).

Démonstration. Exercice. O

Lemme 2.14. Soit f:V — W une application linéaire.

(1) On pose K = Ker f et on choisit V! CV tel que V=K ®V'. Alors fly: V' = W
est injective.

(2) Soient K,V' des sous-espaces vectoriels de V' tels que V=K ® V', flx =0 et f|v
est injective. Alors K = Ker f.

Démonstration. Exercice. n
Démonstration de la proposition 2.12.

Vie,=(KioV)oV= (K o) o (Vo) = (K oV o (Ve (K:ol))
=KoV e (Ve K)ae (Ve

Si (uy,ug) € K1 x Va, alors

(f1 ® f2)(ur ® ug) = fi(u1) @ falug) = 6> ® falug) = 6)
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Comme {u; ® ug; (u1,us) € K1 x Vo} engendre K7 ® V5 on en déduit que la restriction de
f1® fo a K; ® V5 est nulle. On démontre de la méme facon que la restriction de f; ® fo
a V] ® K; est nulle. Par ailleurs, par le lemme 2.14 (1), fi[y7 et fo|y; sont injectives. Par
la proposition 2.11 (2) il s’en suit que (f1 ® f2)|vrgvy est injective. Par le lemme 2.14 (2),
on en conclue que Ker(fi ® f2) = (K1 ®@ V2) @ (V] ® K»).

(KioV) e (V] © Ky) = (K1 ® (Va+ K))) + (V] © Ky)
= (K, @ W)+ (K1 ® K) + (V] & K))
= (K1®V2)+((K1+V1/)®K2) = (K1 @ V) + (V1 ® Ka)

De méme,

(K1 V) (VioKy) = (K, V) + (Vi ® Ks).

2.3 Isomorphismes canoniques

A partir de maintenant tous les espaces vectoriels considérés seront de dimension finie.

Rappelons que, si V, W sont des espaces vectoriels, L£(V'; W) désigne 'espace des applica-
tions linéaires de V dans W. Si Vi, ..., V,, W sont des espaces vectoriels, L,(Vi, ..., V,; W)
désigne I'espace de applications p-linéaires de V) x --- x V,, dans W.

Proposition 2.15. Soient Vi, ..., V,, W des espaces vectoriels sur K (de dimension finie).
Alors
L,(Vi,... ., VW)= LVI® - @ V,;W).

Démonstration. Rappelons I'application ¢ : V; x -+ x V, = V; ® - -- ® V,, défini par
Lvg, .. Up) =0 R - R,

Sif:Vi®---®V, — W est une application linéaire, alors ¢(f) = for: Vi x---xV, > W
est une application p-linéaire. L’application ¢ : L(V1 ® --- @ V,; W) — L,(V1,...,V,; W)
ainsi définie est clairement linéaire.

Rappelons (voir Théoreme 2.1) que, si g : Vi x -+ x V, = W est une application p-
linéaire, il existe une unique application linéaire g : V; ® --- @ V,, = W telle que gotr = g,
c’est-a-dire ¢(g) = g. Ceci montre que ¢ est une bijection. ]

Corollaire 2.16. Soient Vi,...,V, des espaces vectoriels sur K. Alors

(V1®"'®Vp>*Z‘CP(VD""VP;K)'

Théoreme 2.17. Soient V,Vi,...,V,, W des espaces vectoriels sur K. Alors
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(1) (V1®”'®Vp)*2v1*®“-®v;‘ :
(2) LV; W)=V QW ;
(3) ﬁp(Vl,...,V;,;W):ﬁ(vl@;...@‘/p;w)gvl*@)__.@v;{@W'

Démonstration. On commence par démontrer (1). Soit (f1,..., f,) € V" X -+ X V.
On définit ®4(fy1,..., f,) : Vi x--- x V, = K par

cI)l(flana .. '7fp)(vlav27 v >Up) = fl(vl) : fz(Uz) o 'fp(vp)a

pour tout (vy,...,v,) € Vi X -+ x V. On observe que ®1(fy,..., f,) est p-linéaire, donc
induit une application linéaire ®5(f1,..., fp) Vi@ - @V, = K.

Montrons que @5 : Vi x -+ x VX = (V1 ® --- ® V},)* est p-linéaire. Soient i € {1,...,p},
fre Vi fin e Vi, fifi € VE fin € Vi, fp € V), et t,t' € K. Pour tout
(v1,...,v,) €Vi x---x V, on a
Oy(fryeeoy fimtstfi + 8 f], fivns ooy [p) (U1, oy 0104, Vi1, -+ Up)
= fi(v1) -+ fima (i) @ fi + 2 1) (Vi) fia (Vign) -+ fp(vp)
= t(f1<vl) T fz‘—l(Uz‘—l)fi(vi)fi+1(vi+1) ce fp(vp))
+t (fr(vr) - fima(Uima) L (0) figr (i) -+ fp(vp))
=tPy(fr, ..o, ficts fis firty oo fo) (V14 o oo, 02104, Vigr, .. Up)
F 'O (f1, ., fics [l firrs s fo) (U1, 0105, Vi Up)
= (t®1(fro- - fimt fis sty o Jo) F R, ficts JL fivas 0 )

(Uh <oy Vi1V, Uigea,y - - -Up)

donc

O(fr,. . fim tfi F S figrs o fp) = 800 (frs o fims fio figts 0 fp)
+ Py (fro s it f1 fivrs oo o) -
On applique cette égalité a ¢, comme suit
(I)Q(fh‘ . '7fi—17tfi +t,fi/7fi+17 s 7fp) ot
:(I)l(flv .. '7fi*17tfi +t/fi/7fi+17 oo 7fp)
:t(bl(fla .. '7fi—17fi7fi+17 .- 'afp) +t/q)1(f17 ce 7f7l—17fi/afi+1a .. '7fp)
:t(®2(f17 s 7fi—17fi7fi+17 e '7fp) o L) +t/(q)2(f17 s 7fi—17fz'/7fi+1) e '7fp) o [’)
:(t%(fb oy Jicns fis figas - ~7fp) +t/q)2(f17 .- -,fi—hfi/,fiﬂ, e 7fp>> ol

Par 'unicité du relevement, on en conclue que

Do fr, .. ficr, tfi H U1 fias oo fo) = t®a(frs ooy fins fis fivns s fp)
Do (fry s fimty fis vty [o) -
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Donc, @, induit une application linéaire ® : V@ --- @ V> — (V1 ® --- ® V,)*. Reste a
montrer que ¢ es bijective.

Pour tout i € {1,...,p} on se donne une base B; de V; et on note B} la base duale de B;.
Par le théoréme 2.3, 'ensemble B = {e; @ --- @ ¢,; (e1,...,¢,) € By X --- x B,} est une
base de V1 ®---®@ V), et E”:{e’{@---@e;;(e’{,...,e;) € By x -+ X By} est une base de
Vir®---®@V;. On note B* la base duale de B.

Soit (e1,...,e,) € By x -+ x B,. Pour i € {1,...,p}, on note e} I'élément de B} tel que
ei(e;) = Let ej(e;) = 0 pour e; € B;, e # e;. Pour (€,...,¢,) € By X --- x B, on a

1 si(eq,...,ey) = e
* * ! Y — %Y. o (o) — ) » &p P
¢1(617"'76p)(61""76p) er(e)) ep(ep) {0 s (617'”76]))7&(6/1’.”76;)

. o 1 si(ern. ) = (6, ,0,)

= Dofel, ..., e;)(6) ® ®€p){ 0 sien,...,ep) # (€l . €))
1 si(e ey) = (€),...,¢€l)

:>¢)6*® ®€* €/® ®€/: I » “p 1 » ¥p
. el =10 sl e

@(6?@“‘@6;):(61®“'®€p)*.

Ceci montre que ® envoie bijectivement B’ sur B*, donc que ® est un isomorphisme
linéaire.

Maintenant on démontre (2). Soit ®; : V* x W — L(V; W) Papplication définie par

O (fiw): V. —» W
v o= flv)w

pour (f,w) € V* x W. On vérifie facilement que ®; est bilinéaire, donc induit une
application linéaire ® : V* @ W — L(V;W). On va montrer que ® est un isomorphisme.

Soient By une base de V' et By une base de W. On note Bj la base duale de By.
Alors B = {e* ® f;(e*, f) € By, X By} est une base de V* ® W. Par ailleurs, pour tout
(e, f) € By x By il existe une unique application linéaire ¢, s : V- — W telle que

f sied=e

A
SOe’f(e)_{ 6) sie #£e

pour tout ¢ € By. Il est bien connu que I'ensemble B’ = {p. s; (e, f) € By x By} est
une base de L(V, W).

Soit (e, f) € By x By . Pour tout €’ € By on a

oo @) =@ ={ 5 10
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D’ou ®(e*, f) = e s. Ceci montre que ¢ envoie bijectivement B sur B, donc est un
isomorphisme linéaire.

(3) est une conséquence directe de (1) et (2). En effet,

:Vl*®...®vp*®w_

O
Proposition 2.18. Soit V' un espace vectoriel sur K.
(1) L’application Tr: L(V) =V* @V — K définie par
Tr(a®v) = a(v)
est une forme linéaire sur L(V').

(2) Soient f,g € L(V). Alors
Tr(fog)=Tr(go f).

(3) Soient B = {ey,...,e,} une base de V', f € L(V) et M = (m; j)1<ij<n la matrice
de f dans la base B. Alors

Tr(f) = Z My -
i=1

Définition. Soit V' un espace vectoriel sur K. La forme linéaire Tr : £(V) — K de la
proposition 2.18 s’appelle la trace sur V.

Démonstration. L’application ¢ : V* x V — K définie par
p(a,v) = a(v)
est une application bilinéaire. Elle induit donc une application linéaire Tr: V*®@ V — K.

Soient B = {ey,...,e,} une base de V et B* = {e},..., e} la base duale de B. Pour
tous 4,5 € {1,...,n} on définie 'endomorphisme ¢; ; : V'— V par

e sik=1
pigler) = ﬁ sik#1i

Rappelons que ; ; s’identifie a ef ® e; par I'isomorphisme £(V') ~ V*® V. En particulier,

. 1 sii=j
Tr((pi,j) =€ (6]') = { 0 sii 7&]
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Soient 7,7, k,l € {1,...,n}. Pour tout r € {1,...,n} on a

e; sir=ketl=1
— .
0 sinon

(i pra)(er) = {

donc .
YR sil=1
‘Di’jw’“:{oj sili

On en déduit que

Tr(ij 0 prt) = Tr(prs 0 @ij) = { 0 sinon !

Soient f € L(V) et M = (m; ;)1<ij<n la matrice de f dans la base B. On a

f= Z Z M ;jPij s

i=1 j=1
donc . .
Tr(f) = Z ZmZJTr(gpw) = Z mg; .
i=1 j=1 i=1

Soient f,g € L(V). Soient M = (m;;)i<ij<n €t M' = (m];)1<ij<n les matrices de f, g
dans la base B, respectivement. Alors

Te(fog) =Y > D ) miymi, Tr(pi; o @ri)

i=1 j=1 k=1 1=1

- Z Z Z Z m;c,lmi,jTr(@k,z ° i)

k=1 1=1 i=1 j=1

=Tr(go f).

3 Algebres

3.1 Définitions et rappels

Définition. Un ensemble A muni de deux opérations internes +,- et d’une opération
externe K x A — A, (t,a) — ta est une algébre sur K si :

a ,+,-) est un anneau unitaire (I'unité sera notée 14) ;
A t itai I'unité tée 1
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(b) (A,+, ) est un espace vectoriel sur K ;

(c) (ta)-b=a-(tb) =t(a-b) pour tous a,b € Aett e K.
Définition. Soient A, B deux algebres sur K. Une application f : A — B est un
homomorphisme d’algebres si :

(a) f est un homomorphisme d’anneaux (en particulier, on a f(14) = 1p) ;

(b) f est une application linéaire ;

Un homomorphisme bijectif est un isomorphisme. Dans ce cas la réciproque f~!: B — A
est un homomorphisme d’algebres.

Définition. Soit A une algebre sur K. Un idéal a gauche de A est une partie I C A telle
que :

(a) (I,+) est un sous-groupe de (A, +) ;
(b) a-be pourtousac Aethel.
De méme, un idéal a droite est une partie I C A telle que
(a) (I,+) est un sous-groupe de (A, +) ;
(b) a-be I pourtousa €l etbhe A.

Un idéal bilatére est un idéal a gauche et a droite.

Lemme 3.1. Soient A une algebre sur K et I un idéal a gauche de A. Alors I est un
sous-espace vectoriel de A.

Démonstration. Exercice. O

Lemme 3.2. Soit f: A — B un homomorphisme d’algébres.
(1) Le noyau de f est un idéal bilatere de A.

(2) f est injectif si et seulement si Ker f = {04}.

Démonstration. Exercice. O

Soient A une algebre sur K et / un idéal bilatere de A. On définit sur A/l des opérations
internes +, - et une opération externe K x A/I — A/I, (t,a) — ta par :

a+b=a+b,a-b=a-b, ta=ta.
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Lemme 3.3. Soient A une algeébre sur K et I un idéal bilatére. Les opérations +,- et
la multiplication externe sur A/I sont bien définies. A/I muni de ces opérations est une
algébre sur K. L’application quotient p: A — A/l est un homomorphisme surjectif.

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 3.4. Soient A, B deux algébres, I un idéal bilatére de A et f : A — B un
homomorphisme tels que I C Ker f.

(1) 1l existe un unique homomorphisme f : A/I — B tel que f = f o u, c’est-a-dire le
diagramme suivant commute,

AT -p

A

A/l
ot pn: A — A/l désigne ’homomorphisme quotient.

(2) Im f est une sous-algébre de B, et f : AJI — Im f est un un homomorphisme
surjectif. C’est un isomorphisme si et seulement si I = Ker f.

Démonstration. Exercice. O

Remarque. Soit A une algebre sur K. On pose

m: AxA — A
(a,b) — a-b

Alors m est une application bilinéaire. En effet, si a1,a9,b € A et tq,t5 € K, alors
m(tiay + taag, b) = (t1ag + teaz) - b = ti(ay - b) + ta(ag - b) = tym(aq, b) + tam(ag, b) .
De méme, si a,by, by € A et t1,t, € K, alors
m(a,t1by + toby) = tym(a, by) + tam(a, by) .
D’ou m induit une application linéaire m : A ® A — A.

Proposition 3.5. Soit A un espace vectoriel et m : A® A — A une application linéaire.
On définit une multiplication - sur A par

a-b=m(a®Db).

Alors A muni des opérations +,- et de la multiplication externe est une algébre si et
seulement si
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(a)

mo (m®Ildy) =mo (Idg ®m).
(b) Il existe 14 € A tel que
mla®a)=m(a®14) =a

pour tout a € A.

Démonstration. Soit A une algebre sur K. Soit m : A® A — A définie comme avant.
Sia,b,ce A, alors
mo(m®Ids)(a®@b®c)=(a-b)-c=a-(b-c)=mo(lda®@m)(a®@b®c),

donc
mo (m®Idy) =mo (Idg @ m).

Par ailleurs, si a € A, alors

mla®a)=(1a-a)=a et ma®1ly)=(a-14)=a.
Maintenant on se donne un espace vectoriel A et m : A® A — A une application linéaire
vérifiant (a) et (b). Soit - I'opération interne définie comme avant. On sait déja que A

muni de + et de la multiplication externe est un espace vectoriel. Montrons que (A, +,-)
est un anneau.

Comme A est un espace vectoriel, (A, +) est un groupe abélien.
Soient a,b,c € A. Alors

(@-b)-c=mo(Mm®Ida)(a®@b®c)=mo(lda@m)(a®@b®c)=a-(b-c).

Soit a € A. Alors

(Iara)=m(la®a)=a et (a-1x)=mla®@1s)=a.

Soient a,b,c € A. Alors

(a+b)-c=m(la+b)®@c)=m((a®c)+ (bc)) =mla®c)+m(bRc)
=(a-c)+(b-c).

De méme, on a c¢- (a +b) = (c-a) + (c-b).
Finalement, si a,b € A et t € K, alors
(ta) -b=m((ta) ®b) =m(t(a®b)) =tm(a®@b) =t(a-Db).

De méme, a - (tb) = t(a - b). On en conclue que A est une algebre sur K. O
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3.2 Exemples

Exemple 1 : On note M, (K) I'ensemble des matrices n x n a coefficients dans K. Alors
M, (K) est une algebre sur K. L’ensemble des éléments inversibles de M,,(K) est le groupe
linéaire GL,,(K). Remarquez qu’il existe un plongement naturel

GL,(K) — GLyit(K)
A0
A > < 0 1)
Par contre, il n’existe pas d’homomorphisme injectif naturel M, (K) — M, (K).

Exemple 2 : Soit G un groupe. On note K[G] I'espace vectoriel sur K ayant G comme
base. On définit une application linéaire m : K[G] ® K|[G] — K]|G] par

m(g1 ® g2) = 9192
pour tout (g1,¢2) € G x G.

Lemme 3.6. Soit - l'opération interne sur K[G| induite m. Alors K[G] muni des
opérations internes +, - et de la multiplication externe est une algebre sur K.

Démonstration. Soient g1, g2, 93 € G. Alors

mo (Id®@m)(g1 ® g2 ® g3) = g1(9293) = (9192)93 = mo (M@ 1d)(g1 ® g2 @ g3) .

Comme {g1 ® g2 ® g3; (91, 92,93) € G X G x G} est une base de K[G] ® K[G] ® K[G], on
en déduit que m o (Id ® m) = mo (m ® Id).

Notons 14 1’élément neutre de GG. Pour tout g € G on a
m(le®g)=1lc-9=y.

Comme G est une base de K[G], on en déduit que m(lg ® a) = a pour tout a € K[G].
De méme, m(a ® 1g) = a pour tout a € K[G]. O

Définition. Soit G' un groupe. Alors K[G]| s’appelle [’algebre de groupe G.

Exemple 3 :

Définition. Un monoide est un ensemble M muni d’une opération - vérifiant :
(a) La loi - est associative, c’est-a-dire : pour tous my, mg, mg € M on a

(ml-m2)-m3:m1-(m2-m3).
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(b) M a un élément neutre, c’est a dire : il existe 1), € M tel que
ly-m=m-1y=m
pour tout m € M.
On dit que M est un groupe si, de plus,

(c) tout élément de M a un inverse, c’est-a-dire : pour tout m € M il existe m' € M
tel que
m-m'=m' -m=1q.

Soit M un monoide. On note K[M] I'espace vectoriel sur K ayant M comme base. On
définit une application linéaire m : K[M] ® K[M]| — K[M] par

m(mi ® ma) = mims
pour tout (mq,mg) € M x M.

Lemme 3.7. Soit - lopération interne sur K[M] induite m. Alors K[M] muni des
opérations internes +, - et de la multiplication externe est une algebre sur K.

Démonstration. Exercice. O
Définition. Soit M un monoide. Alors K[M] s’appelle ['algebre de monoide M.
Exemple 4 : On note N la version “multiplicative” de N. C’est-a-dire N; est ’ensemble
N ={1,X X% X% .},
muni de 'opération - définie par
X" X" = X"

C’est clairement un monoide, donc K[Aj] est une algebre. Elle s’appelle l'algébre des
polynomes & une variable, X et elle se note K[X]. Remarquez que N; étant une base de
K[X], tout élément P € K[X] s’écrit de fagon unique sous la forme

P=ty+tX+---+t,X",
ou tg, -+ ,t, € Kett, #0.

Exemple 5 : On se donne un entier m > 1 et, a l'instar de N, on écrit N™ multiplica-
tivement. C’est-a-dire, on considere I’ensemble

Ny = {XOX82 0 X0 (aq, ... am) € N}
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que I'on munit de 'opération - définie par
X1 xa2, ., Xam Xb1Xb2 . Xbm _ Xa1+lea2+b2 . ,Xam-l-bm
1 2 m 1 2 m 1 2 m .

C’est clairement un monoide, donc K[N,,| est une algebre. Elle s’appelle [’algébre des
polynomes & m variables, Xi,...,X,,, et elle se note K[X3,...,X,,]. On utilisera les
notations suivantes. Si X = (Xy,...,X,,) et a = (ay,...,a,) € N™ on pose

X0 = XM X0 ... X0

Comme N, est une base de K[X1,...,X,,], si P € K[X,...,X,,], alors il existe un
sous-ensemble fini I C N™ tel que
P=> tX".

Cette écriture est unique si 'on impose t, # 0 pour tout a € I.

3.3 Produit tensoriel d’algebres

Théoréeme 3.8. Soient K un corps et A, B deux algébres sur K. Il existe une opération
interne - sur A ® B de sorte que :

(a) A® B muni des lois +,- et de la multiplication externe est une algébre sur K ;
(b) (a1 ®0by1) - (az ® by) = (ay - az) @ (by - by) pour tous aj,as € A et by,by € B ;

(c) L’élément neutre pour - dans A Q@ B est lagp = 14 ® 15 ;

(d) Les applications

ty: A - A®B tip: B - A®B
a — a®lpg b — 1,®b

sont des homomorphismes injectifs.

Démonstration. Soit

m: AXBXAXxB — A® B
(al,bl,ag,bg) —> (al‘a2)®(b1~bg)

On vérifie facilement que m est 4-linéaire. D’olt m induit une application linéaire
m:(A®B)® (A® B) - A® B.
On définit une opération - sur A ® B par
uy - ug = m(u; @ ug) .

Par la proposition 3.5, pour démontrer que A® B muni des lois +, - et de la multiplication
externe est une algebre, il suffit de montrer :
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(a)

m o (Th & IdA®B) =mo (IdA®B & m> .
(b) Il existe 1ygp € A® B tel que
m(lags @ u) = m(u® lagp) = u

pour tout u € A® B.

Soient (CLl, b1)7 ((12, bg), (ag, bg) € A x B. Alors

mo (M ® Idagp)((a1 ®b1) @ (a2 ®@ by) ® (a3 @ b3)) = ((a1 - az) - az) @ ((by - b) - b3)
= (a1 . (&2 : Clg)) & (bl : (bg . bg)) =mo (IdA®B & M)((al ® bl) & (CZQ & bz) ® (ag ® bg))

Comme lensemble {(a; ® b1) ® (az ® by) ® (as ® bs); (a1,b1), (az,b2), (as,b3) € A x B}
engendre (A® B) ® (A® B) ® (A® B), on en déduit que

mo (m X IdA®B) =mo (IdA®B X Th) .

Posons 14 = 14 ® 1p. pour (a,b) € A x B on a
M(lagp ®@ (a®b)) =(1a-a)®@(lp-b)=a®Db.
Comme {a ® b; (a,b) € A x B} engendre A ® B, on en déduit que
m(lags @ u) = u
pour tout u € A® B. De méme, m(u ® 1agp) = u pour tout u € A ® B.

Les parties (b) et (¢) découlent immédiatement de la construction de la multiplication
dans A ® B. Reste a démontrer (c).

On voit facilement que 'application

LA A —- A®B
a — a®lp

est un homomorphisme d’algebres. De plus, comme 1 # 0Op, par le corollaire 2.6 (2),
Keria = {04}, c’est-a-dire ¢4 est injectif. O

Définition. Soit £ un ensemble fini. On note F'(F) I'espace des applications de F dans
K. Pour tout z € E on définit 6, € F(FE) par

_J 1 siy=ux
5I(y)_{0 siy#x
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Rappelons que F'(E) est un espace vectoriel de dimension card F, et {J,;x € E} est une
base de F'(E). Par ailleurs, on définit sur F'(E) une multiplication interne - par

(f - 9)(x) = f(z) - g(x),
pour tout z € E.

Lemme 3.9. Soit E un ensemble fini. Alors F(E) muni des opérations internes +, - et
de la multiplication externe est une algebre sur K. L’élément neutre pour la multiplication
est lapplication 1pp) : E — K, 2 — k.

Démonstration. Exercice. O
Lemme 3.10. Soient E et E' deux ensembles finis. Alors F(E X E') ~ F(FE)® F(E').
Démonstration. Soit ¢ : F'(E) x F(E') — F(E x E') I'application définie par

o(f, )@, 2) = fz) - f(2)).

Il est évident que ¢ est bilinéaire, donc induit une application linéaire ¢ : F(E)Q F(E') —
F(E x E'). On va montrer que ¢ est un isomorphisme.

Soient (fi, f1), (f2, f5) € F(E) x F(E"). Pour tout (z,2') € E'x E' on a

O((fr @ fi) - (fo® f3))(z,2") =@((f1- fo) @ (fi - f2))(@,2)
=fi(@) fa(2) f1(2") fo(2)
=0(fi® f1)(z,2') - (fo ® f3)(x,2')
=((fi® fi) - 2(fa ® f3))(x,2)

donc

((L@fi) (a@fy)=0(fr®f) 2(fa®f).

Soient u,v € F(E) ® F(E'). Les éléments u et v s’écrivent sous la forme

n m

UZZG'L(fl@f U*ij 9; © g;) »

i=1

ot a;, by € Ket (fi, fi),(g5,9;) € F(E)x F(E") pour tous i € {1,...,n}etjec{l,...,m}.
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Alors

O(u-v) =P (Zzaibj<fi ® fi)-(g; ® 93))

i=1 j=1

=SS aba((fio ) - (4,0 )

zzzaibj@(fi ® fi) - ®(g; ® g;)
_ (Z a;®(f; ® f{)> : (Z b;®(g; ®9§')>
=P (u) - P(v).

Pour (z,2") € E x E' on a

(Lrp) @ Lren) (@, 2") = 1re)(2) - 1p (') = Tk = Lrexe) (@, 7)),
donc ®(1pg)y®@1pwy) = lpexey. Onen conclue que ® est un homomorphisme d’algebres.
Il reste a démontrer que ® est bijectif. Comme {d,;x € E} est une base de F(E) et
{05 2" € E'} est une base de F((E'), par la proposition 2.3, B = {0, ®0,; (v,2") € Ex E'}

est une base de F(E) ® F(E'). Par ailleurs, B = {0(;); (x,2") € E x E'} est une base
de F(E x E'). On vérifie facilement que

@(530 ® 511) = 5(%;3/)
pour tout (z,2') € E x E', donc ® est un isomorphisme (linéaire). O
Proposition 3.11. Soient M, M' deux monoides. Alors K[M] ® K[M'] ~ K[M x M'].

Démonstration. Les applications

v M o — MxM /M = MxM
g = (9, 1m) g = (1u,9)

sont des homomorphismes injectifs (de monoides), et induisent des homomorphismes
d’algebres injectifs

L KM] = KM x M| et :K[M]— KM x M].
Soit ¢ : K[M] x K[M'] I'application définie par
plu,u') = u(u) - ().
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On observe que ¢ est bilinéaire, donc induit une application linéaire ¢ : K[M] @ K[M'] —
K[M x M']. On va montrer que ® est un isomorphisme.

Soient (g1, 91), (g2,95) € M x M'. Alors

(91 ® g1) - (92 @ 95)) =P((9192) ® (91952))
=(9192 gigé)
=(91,91) - (92, 95)
=0(g1 ®¢)) - P(92 ® g5)

Soient u,v € K[M] @ K[M']. Comme {g ® ¢';(g,9') € M x M'} est une base de K[M] ®
K[M'], u,v s’écrivent sous la forme

m

u—Zaz fi®f), v—ij 9 ® ;)

ou a;,b; € Ket (fi, fi),(95,9;) € M x M pour tous i € {1,...,m} et j € {l,...,n}
Alors

o (z S by @ f)lg; © g}))

i=1 j=1

= Z Z aib;®((fi ® fi)(g; @ g}))

i=1 j=1

=) ab®(fi @ f) - 2(g; © )

i=1 j=1

= ( a;®(fi ®f{)> : (ij@(gj ®9})>
=0 (u) - &(v).

Comme, par ailleurs, ®(1,;® 1) = (17, 1ps7), ceci montre que ¢ est un homomorphisme
d’algebres.

NE

L’ensemble {g ® ¢'; (g,9’) € M x M'} est une base de K[M]| ® K[M'], 'ensemble M x M’
est une base de K[M x M'], et ®(g® ¢') = (g,¢') pour tout (g,9') € M x M’, donc P est
un isomorphisme (linéaire). O

Corollaire 3.11. Soit m € N. Alors

K[X1, Xo, .., Xon] 2 K[X1] @ K[X0] @ - - - @ K[X,] .
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Démonstration. Rappelons que N, désigne la version multiplicative de N™. 1l est clair

queNm=N1 XN1X'-'XN1,dODC

K[X1, Xo, ..., Xo] = KNu] = KN, X A X - x Mi] ~ KV @ KIV] @ - - @ KIAG]

]

Rappelons que, si V' est un espace vectoriel, alors £(V') muni des lois internes +, o et de
la multiplication externe est une algebre sur K.

Proposition 3.12. Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Alors on a lisomor-
phisme d’algebres L(V) @ LW) ~ L(V @ W).

Démonstration. Soit ®; : L(V) x L(W) — L(V ® W) 'application définie par
®:(f9)=f®g.

On vérifie facilement que @, est bilinéaire, donc induit une application linéaire ¢ : L(V)®
LW) — L(V ®W). On va montrer que ¢ est un isomorphisme d’algebres.

Soient (f,g),(f",¢") € L(V) x LIW). Alors

O(fegod(ffed)=(fcgo(f@d)=(fof)®(gog)
=0((fof)®(gog)) =2(f@g)-(['®@d)).

Soient U, U’ € L(V)QL(W). L existe (f1,91),---, (fp,9p) € LV)XL(W) et ty,...,t, €K
tels que

U= th(fz ® gi) -

De méme, il existe (f1,91),...,(f;,9,) € LIV) @ LIW) et t),...,t, € K tels que

q
U= (9.
j=1
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Alors

(U)o B(U") =@ (Ztio‘; ® ga) 0 ® (Z G @ g}))

j=1

_ZZtt (fi®gi) o @(f;®g}))

:sz (fi®g) (fj®d)
((Zt fz®gi)> : (Zt;(f]‘@g] ))
=o(U-U").

Ceci montre que ® est un homomorphisme d’algebres.

Soient B = {ey,...,e,} une base de V et B’ = {€],...,el,} une base de W. Pour tous

i,j € {1,...,n} on note g, ; : V.— V l'application linéaire définie par
ej Sli=r
1,7\Er) = - . .
Pisler) { 0 sir#i1
De méme, pour k,l € {1,...,m}, on note ¢,; : W — W I’endomorphisme linéaire défini

par
e, sis=k

Unaley) = { ﬁ sis#k

L’ensemble {¢; ;1,7 € {1,...,n}} est une base de L(V) et {¢p sk, € {1,...,m}} est
une base de L(W), donc B = {@i; ® ;4,7 € {1,...,n} et k,l € {1,...m}} est une
base de L(V) @ L(W). Par ailleurs, 'ensemble {e; ® €};i € {1,...,n} et k € {1,...,m}}
est une base de V ® W. Pour tous 4,5 € {1,...,n} et k,l € {1,...,m} on note p; i, :
VoW — VW lapplication linéaire définie par

, e, Qe sii=retk=s
Pijki(er @ €5) = o

sinon

L’ensemble B’ = {pijri;i,7€{1,....,n} et k,le{l,...,m}} est une base de L(V @ W).
Soient i,5 € {1,...,n} et k,l e {1,...,m}. Pourr € {l,...,n} et s€{l,...,m} on a

e, Qe sii=retk=s

By vaa)(er ©4) = (puylen)) © (na(e) = { %

sinon

donc
P(pij @ V1) = Pk -

On en conclue que ® envoie bijectivement B sur B’, donc est un isomorphisme. ]
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4 Algebres de polynémes

4.1 Généralités sur les algebres de polynémes

Proposition 4.1. Soient A une algebre commutative sur K et x1,...,x,, m éléments de
A. Alors il existe un homomorphisme ¢ : K[ X1, ..., X = A qui envoie X; sur x; pour
tout i € {1,...,m}.

Démonstration. Soit f : N, — A 'application définie par

FXPXG - Xor) = 2§l

Comme N,, est une base de K[X7, ..., X,,], application f induit une application linéaire
o K[Xy,... X, ] 2 A SiP=3 ,t,X" alors
p(P) = taf(X).
acl
Sia=(a,...,an)et b= (by,...,b,) sont dans N alors

FOX®) - F(XY) = aft oy -ty = 2t = f(X).
En utilisant cette égalité on démontre facilement que ¢(P;) - ¢(P) = (P - P2) pour tous
Py, P, € K[Xy,...,X,,]. On en conclut que ¢ est un homomorphisme d’algebres. O

Définition. Soient A une algebre et zy,...,x,, € A. La sous-algebre engendrée par
x1,...,T, est la plus petite sous-algebre de A contenant x1,...,z,,. On dit que A est
finiment engendrée si elle est engendrée par un nombre fini d’éléments (i.e. il existe
m € Net xq,...,z, € A tels que la sous-algebre de A engendrée par zq,...,x,, soit A
elle-méme).

Lemme 4.2. Soient A une algébre commutative et xy,..., 2z, € A. Soit ¢ : K[Xq,...,
X = A Uhomomorphisme qui envoie X; sur x; pour tout i € {1,...,m}. Alors Im¢p
est la sous-algebre de A engendrée par xi,...,T,,.

Démonstration. Exercice. [

Théoreme 4.3. Toute algebre commutative finiment engendrée est isomorphe au quotient
d’une algebre de polynomes.

Démonstration. Soit A une algebre finiment engendrée. Soient x1,...,x,, tels que A
est engendrée par xy,...,Z,. Soit ¢ : K[Xq,..., X,;,] = A 'homomorphisme qui envoie
X; sur z; pour tout ¢ € {1,...,m}. Posons I = Ker . Alors ¢ induit un homomorphisme
injectif ¢ : K[Xq,...,X]/I — A. Comme A est engendrée par xy,..., Ty, on a Imp =
Im @ = A, donc ¢ est aussi surjectif, ¢’est-a-dire est un isomorphisme. O
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Définition. Pour a = (a4, ...,a,) € N on pose

On dit qu'un polynome P € K[Xjy,..., X,,| est homogéne de degré d s’il s’écrit sous la

forme
P=> tX",

acl

ou [ est une partie finie de N™ telle que |a| = d pour tout a € I. Remarquons que le
polynome nul 0 est homogene de degré d pour tout d € N. Remarquons aussi que tout
polynome P € K[X1,..., X,,] # 0 s’écrit de fagon unique sous la forme

P=FR+P+ -+ Fy,

ou P; est homogene de degré ¢ pour tout i € {1,...,d} et P; # 0. Le nombre d s’appelle
le degré de P et se note deg P. On conviendra que le degré de 0 est —oo.

Lemme 4.4. Soient P, P, € K[X}, ..., X,,| deuz polynomes homogénes de degrés dy, ds,
respectivement.

(1) Sidy =ds, alors t1 Py + toP5 est homogéne de degré dy = dy pour tous ty,t; € K.

(2) Py - P, est homogéne de degré dy + ds.

Démonstration. Exercice. 0
Lemme 4.5. Soient P, P’' € K[X,...,X,,] deux polynémes homogénes non nuls. Alors
P-P #£0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Supposons d’abord que m = 1.
Soient d,d’ les degrés de P, P, respectivement. Alors P et P’ sont de la forme P = tX¢
et P'=t'X¥ out,t' € K\ {0}. Ona

P.P = (X £0
car tt' # 0.

On suppose maintenant que m > 2 plus 'hypothese de récurrence. On commence par
faire ’observation suivante. Soit d le degré de P. Alors P s’écrit

P=Py+P X+ +PX"

ou k € {0,...,d}, P, € K[Xy,...,X,,_1] est homogene de degré d — i pour tout i €
{0,1,...,k} et P, # 0. De méme, si d’ désigne le degré de P’, on peut écrire P’ sous la
forme

P =P+ P X+ +PL,X"

m
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ou k' € {0,1,...,d'}, Pl € K[Xy,...,X,,_1] est homogene de degré d' — i pour tout
i€{0,1,....,K'} et P, #0. On a

P.P/:Ho_i_Hle_i_.,._i_HkJrk,ijk/,

ol
Hi= Y PP, ic{0,....k+k}.
j+i'=i
Par hypothese de récurrence Hyp = P, Pj est homogene de degré d +d' — k — k' et est
non nul, donc P - P' # 0. O

Proposition 4.6. Soient P, P’ deux polynomes de degrés d,d’, respectivement.
(1) deg(P + P') < max{deg P,deg P'}.
(2) Si P et P' son non nuls, alors P - P’ est non nul et deg(P - P') = deg P - deg P'.

Démonstration. Posons k = max{deg P,deg P'}. Alors P et P’ s’écrivent sous la forme
P=PR+P+---+P et P=P+P+-+P,
ou P; et P! sont homogenes de degré ¢ pour tout i € {0,1,...,k}. On a
P—I—P/:(Po—i—Pé)—|—(P1+P{)+"'+(Pk+P,g),
et P, + P/ est homogene de degré i pour tout i € {0,1,...,k}. On en déduit que
deg(P + P') < k = max{deg P,deg P'}.
Supposons maintenant que P et P’ son non nuls. Soient d = deg P et d = deg P’. On
écrit
P=FR+P +---+PFP;, et P =P +P+---+Py,

ou P; et P; son homogenes de degré i et j, respectivement, pour i € {0,1,...,d} et
j€{0,1,....,d'}, P4 #0et P, #0. On a

P-P' =Hy+Hy -+ Haya

ou
Hy = > PP,
g =i
est homogene de degré i pour tout ¢ € {0,1,...,d+d'}. Par le lemme 4.5, Hy o = PP},
est non nul, donc PP’ est non nul et son degré est d + d'. O

Définition. On dit qu'une algebre A est intégre si, pour tous a,b € A, I'égalité ab = 0
implique a =0 ou b = 0.
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Corollaire 4.7. L’algébre K[ X, ..., X,,] est integre. O

Définition. Soit A une algebre. On dit que a € A est une unité si a # 0 et s’il existe
b € A tel que ab = ba = 14. L’ensemble des unités de A forme un groupe noté U(A).

Corollaire 4.8. On a U(K[X7,...,X,]) = K* =K\ {0}.

Démonstration. Il est clair que tout élément de K* est inversible dans K[X7, ..., X,,].
Réciproquement, soit P € U(K[Xy,...,X,]). Il existe @ € K[X;...,X,,] tel que
PQ = QP = 1. Comme PQ # 1, on doit avoir P # 0 et @) # 0. Par ailleurs, par
la proposition 4.6,

deg P+deg Q =deg 1 =0,

donc deg P =deg @ =0, donc P,@Q € K\ {0}. ]

4.2 Algebres graduées

Définition. Soit A une algebre sur K. Une graduation de A est une décomposition de A
comme somme directe -
A=A,
n=0

ou A, est un sous-espace vectoriel de A pour tout n € N, et
Ap-Ag C Apyg
pour tous p,q € N. Une algebre graduée est une algebre munie d’une graduation.

Lemme 4.9. Soit A = ©;2 A, une algebre graduée.
(1) Ag est une sous-algébre de A.

(2) Soit n € N. Alors le sous-espace I, = &2, Ax est un idéal bilatére de A.

Démonstration. Exercice. O

Exemple 1. Soit A = K[X}, ..., X,,] 'agebre des polynomes en les variables X7, ..., X,,.
Pour tout n € N, on note K,,[X, ..., X,,] I'espaces des polynémes homogenes de degré
n. Alors

K[X1,.. ., Xn] = P KuX1, ., X
n=0

est une graduation de K[Xy, ..., X,,]. Remarquez que Ko[X7,...X,,] =K.

Exemple 2. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. On définit V" par récurrence
sur n comme suit.
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o VE0—Ket VO =V ;
e sin>2 alors VO = Ve gV,

Remarquons que, si p,q € N*, uw € V& et v € V@ alors u @ v € VOP+), Si p =0 on
poserau@v=1u-v € V®, etsiqg=0,on poserau®@v=1uv-uc V. On pose

o
=@
n=0
et on définit une opération - sur A comme suit. Soit a,b € A. On écrit
a=uy+u+---Fuetb=vo+v 4+ + v,
ot p,q € N, u; € V¥ pour tout ¢ € {1,...,p} et v; € V& pour tout j € {1,...,m}.

Alors
ptq

k=0 \i+j=k
On peut vérifier que A muni des opérations internes +, - et de la multiplication externe est

une algebre sur K, et que A = @5° ,V®" est une graduation de A. Cette algebre s’appelle
l’algébre tensorielle de V.

Proposition 4.10. Soient A = ®;° A, et B = ®,°B,, deux algébres graduées. Alors
A® B admet la graduation (naturelle) A® B = &2 ,C,, ot

Cn: @ AZ'@B]‘,

+j=n
pour tout n € N,

Démonstration. On a

=0
=0 j=0 k=0 \i+j=k k=0

Soient 7,7, k,l € N, a; € A;, a; € A;, by, € By, et b € B;. Alors
(ai X bk> . (aj X bl) = (ai . &j) (%9 (bk . bl) € A/L'Jrj X BkJrl .

Comme l'ensemble {a; ® by; (a;,b;) € A; x By} engendre A; ® By, et {a; ® b;; (a;,b) €
A; x B} engendre A; ® By, on en déduit que

(A; ® By) - (A @ By) C (Ait; ® Bit) -
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On en conclue que C,, - C, C Cp4, pour tous p,q € N. n

Définition. Une série formelle a coefficients dans K est une somme (formelle) infinies

[e.e]
E CLka ,
k=0

ou a, € K pour tout £ € N. On note K[T] ’ensemble des séries formelles a coefficients
dans K. On définie une somme est un produit externe sur K[7'] par :

(Z aka) —+ (Z kak) = Z(ak + bk)Tk
k=0 k=0 k=0
tO> T = (ta)T"
k=0 k=0

L’ensemble K[7'] muni de ces deux opérations est un espace vectoriel sur K. On définit
aussi une multiplication interne - dans K[7] par

O a1 O bT) = eI,
=0 7=0 n=0

ou

Cp — Z aibj.

i+j=n
L’ensemble K[7'] muni des opérations +, - et de la multiplication externe est une algebre
sur K.

Définition. Soit A = ®;2 A, une algebre graduée telle que A, soit de dimension finie
pour tout n € N. La série de Hilbert-Poincaré de A est la série formelle dans R[77] :

Hilb(A) =) _ dim(A,)T" .
n=0

Lemme 4.11. Soient A = ®° (A, et B = &2 (B, deuz algebres graduées telles que A,
et B, soient de dimension finie pour tout n € N. Alors

Hilb(A ® B) = Hilb(A) - Hilb(B) .
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Démonstration. Rappelons que la graduation de A ® B est A ® B = &, ,C,,, ou
Cn — @’H—j:nAz’ (24 Bj. AlOl"S

Hilb(A ® B) =Y _ dim(C,)T™
n=0
=) ) dim(4; ® B)T"
n=0 i+j=n
=Y > dim(4;) - dim(B;)T"
n=0 i+j=n
= (Z dlm(A,)TZ) (Z dlm(B])T])
i=0 =0
=Hilb(A) - Hilb(B) .
O
Corollaire 4.12. )
Hilb(K[X4,..., X)) = ———.
1 ( [ 1 ) m]) (1—T)m
Démonstration. On a dimK,;[X] = 1 pour tout d € N, donc
°° 1
Hilb(K[X]) =) 7%= 7
d=0
Il s’en suit que
Hilb(K[X1, ..., X,,]) = Hilb(K[X{] ® - - - ® K[X,,)]) = Hilb(K[X}]) - - - Hilb(K[X,,,])
1
(=1
O

Rappelons que, si d,m € N sont tels que d < m, alors
m!
Cl = _——
™ dl(m—d)!
Lemme 4.13. Soient m,d € N. Alors
d
Z ik = CnTLler-
k=0
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Démonstration. Rappelons que, si 1 < d < m, alors
Cr+ Ot = Cha
Cette formule est facile & démontrer et est laissée en exercice.

Maintenant on démontre le lemme 4.13 par récurrence sur d. Si d = 0, alors

§ m+1
m+k C(m—&—l

Supposons que d > 1 plus 'hypothese de récurrence. Alors

m o m—+1 _ m—+1
§ : m+k — E : +k+ m+d C(m-l—d—i_ m+d Cm+1+d

Proposition 4.14. Pour tout d € N on a

dimKq[X1,. .., Xn] = C 7).

m

Démonstration. Par le corollaire 4.12 il suffit de montrer que

1 SN
(1 _ T) Z Cm 11+d
d=0

On raisonne par récurrence sur m. Si m = 1, alors

o

=> 1'=> i
d=0 d=0
Supposons que m > 1 plus I’hypothese de récurrence. Alors
1 1 1 =
(1-T)m (1-T)"1! 1-T <Z m—2+k ) (Z
= 1=0
-3 (Lot Yot

d=0

45



4.3 Fonctions polynomiales

On note F(K™;K) I'ensemble des applications de K™ dans K. On munit F(K™;K) des
opérations internes +, - et de la multiplication externe définies par :

(f+9)(u) = flu) +g9(u), (f-9)(u) = f(u)-g(u), f)(u)=1-f(u),

pour tous f,g € F(K™K), t € Ket u € K™ 1l est clair que F(K";K) muni de ces
opérations est une algebre commutative sur K.

On a un homomorphisme d’algebres ¢ : K[Xq,..., X,,] = F(K™;K) défini comme suit.

Siu=(up,...,un) € K" eta=(ay,...,a,) € N" on pose
u® = uytug? - upm .

SiP=3 . taX®€K[Xy,...,X,], alors
p(P)(u) = u”,
acl

pour tout u € K™. Remarquons que 'on note souvent P(u) a la place de ¢(P)(u).

Définition. L’algebre Im ¢ s’appelle ['algébre des fonctions polynomiales (sur K a m
variables).

Lemme 4.15.

(1) Soient A C K une partie infinie de K et P € K[X7,...,X,,]. Si o(P)am =0, alors
P =0.

(2) L’homomorphisme ¢ : K[X1,..., X = F(K™ K) est injectif si et seulement si K
est infini.

Démonstration. On démontre (1) par récurrence sur m. Supposons que m = 1. On a
un ensemble infini A C K et un polynéome P € K[X] tel que P(u) = 0 pour tout u € A.
Comme P a une infinité de racines, il en résulte immédiatement que P = 0.

On suppose maintenant que m > 2 plus 'hypothese de récurrence. On se donne un
ensemble infini A C K et un polynéme P € K[Xj,..., X,,] tels que P(u) = 0 pour tout
ue A™. On écrit

P=Py+ P Xy +- -+ PX%,

ot Py, Py,..., Py e K[Xy,...,X,,_1]. On se fixe (uy,...,u,_ 1) € A™ ! et on considere le
polynome

Q:Po(ul,...,um_l)+P1(u1,...,um_1)X—|—---+Pd(u1,...,um_1)XdEK[X].
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On a Q(v) = P(uq,...,un_1,v) = 0 pour tout v € A, donc @ = 0, donc
Po(ul,...,um,l) = P1<ul,...,um,1> = = Pd(ul,...,um,l) :O

Comme cette égalité est vraie quel que soit (ug,...,un,_1) € A™ 1 par hypothese de
récurrence, on en déduit que

Ry=Pi=-=P=0,
donc que P = 0.

Supposons que K est infini. Par (1), si P € Kery, alors P = 0. Ceci montre que ¢ est
injectif. Montrons que ¢ n’est pas injectif si K est fini.

On commence par traiter le cas m = 1. Posons k = |K|. L’ensemble K* est un groupe
d’ordre k — 1, donc u*~!' = 1 pour tout u € K*, donc v* — u = 0 pour tout u € K*.
On a aussi de facon évidente 0¥ — 0 = 0, donc tous les éléments de K sont racine du
polynome X* — X, donc (X*¥ — X) € Keryp. Si m > 2 alors, pour la méme raison,
(XF— X)) € Ker . O

Lemme 4.16. On suppose que K est infini. Soient H une famille non vide de polynomes
dans K[X1,..., Xp] et W ={v € V. =K"; P(v) = 0 pour tout P € H}. Supposons que
V\ W est non vide. Si Q € K[X,...,X,,] est tel que Q(v) = 0 pour tout v € V\ W,
alors QQ = 0.

Démonstration. Pour tout P € H et tout v € V on a (PQ)(v) = P(v) Q(v) = 0. Par
le lemme 4.15 il s’en suit que P = 0 pour tout P € H. Comme W # V il existe Py € H
tel que Py # 0. Comme K[X7, ..., X,,] est integre et Py = 0, on conclue que @ = 0. [

4.4 Formule de Taylor

On suppose dans ce paragraphe que K est de caractéristique 0.

Définition. Une dérivation de K[X7, ..., X,,] est une application linéaire D : K[ X1, ...,
Xn] = K[Xy, ..., X,,] vérifiant

D(PQ) = D(P)Q+ P D(Q),

pour tous P, @ € K[X, ..., X,,]. On note Der(K[X7, ..., X,,]) 'ensemble des dérivations
de K[X1,..., X;,]. Clest un sous-espace vectoriel de L(K[X7,..., X,]).

Exemple 1. Soit i € {1,...,m}. Sia=(ay,...,a,) € N™ on pose

ay aj—1 yva;—1 vait+1 a :
0 a; X{' - XXX - XGm siag #£0

8XZ-(X):{O ) sia; =0
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SiP=73 ., taX®€K[Xy,..., X,], on pose

0 d .
8Xi<P);t”8Xi(X ).

On vérifie facilement que 'application % KXy, Xo] = KX, ..., X, est une

dérivation.

Exemple 2. Soient @1, ...,Q, € K[X1,...,X,,]. Alors application

Qize+ -+ Quzt: K[Xi,...,X,] — KX, ..., X]
Pr o QP+ Qut(P)

est une dérivation.

Proposition 4.17. On a

Der(K[ X7, ..., X,,]) = éK[Xl, ooy Xl 0

Démonstration. Exercice. O

Définition. Pour v = (vy,...,v,) € K™ on pose

A — i_{_ + i
* = U5x, Umax,

C’est un élément de Der(K[X7, ..., X,,]).

Lemme 4.18. Soient P € K[X,..., X,,] un polynome de degré d et v € K™. Alors
AL(P) =0.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur d. Si P est constant (i.e. deg P < 0),
alors %P = 0 pour tout i € {1,...,m}, donc A,(P) = 0. Supposons que d > 1 plus
I’hypothese de récurrence. On observe que A,(P) est de degré < d — 1. Par hypothese de
récurrence, il s’en suit que A4 (A, (P)) = AYTL(P) = 0. O

Lemme 4.19. Soient P € K[X, ..., X,,] un polynéme homogéne de degré d et v € K™.
Alors, pour tout k € N, on a

AL(P)(T) :{ (c)l!P(v) ol

48



Démonstration. On raisonne par récurrence sur d. Si P est constant, c¢’est-a-dire

P =u €K, alors
i ] 0 sik>0
A“(P)_{P:u sik=0

donc
0 sik>0

Aﬁ(PMﬁ) - { u=0'Pv) sik=0

Supposons que d > 1 plus 'hypothese de récurrence. Supposons d’abord que P = X“, ou
a=(ay,...,an) € N On a

m

Ay(P) = aw Xt XU XETIXI L X

7 %
=1

Par le limme 4.18 on a Aﬁ(i:)(ﬁ) = 0si k > d+ 1, et par hypothese de récurgnce,
AFPY(0) = A1 AL(P)(0)=0si1 <k <d-—1. Il est évident que A’(P)(0) =
P(0) = 0. Encore par hypothese de récurrence, on a

AYP)(T) = AT ALP)(T) = (d—1)! A, (P)(v)

m

m
— (4= DEY e ool N vy = (d = Dtal ot = dUP().
=1

On suppose maintenant que P est un polynome homogene de degré d quelconque. On
berit P =37, 4t X" Stk # d, alors

— s

AYP)(0) =Y tAL(XY)(0

|a|=d

)=0.

Par ailleurs,
AUPYT) = 3 L AUX(0) = 3 todlo® = dl P(v).
la|=d la|=d
O

Théoréme 4.20 (Formule de Taylor). Soient P € K[ X, ..., X,,] un polynome de degré
detveKm™. Alors
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Démonstration. On écrit P = Py + P, + -+ - + P; ou P est un polynome homogene de
degré k pour tout k € {0,1,...,d}. Alors, par le lemme 4.19, on a

4.5 p-formes symétriques

Dans ce paragraphe on garde ’hypothese que K et de caractéristique 0. Par la suite G,,
désignera le groupe des permutations de {1,...,m} pour tout m € N, m > 1.

Définition. Soient G un groupe et E un ensemble. Une action de G sur E est une

opération externe
GxFE — FE

(g.7) = g-x

vérifiant :
(a) 1g -z =z pour tout z € E ;
(b) g- (¢ -x) = (g99') -  pour tous g,¢' € Get z € E.

Définition. Soient G un groupe et V un espace vectoriel sur K. Une représentation
linéaire de G dans V' est un homomorphisme p : G — GL(V).

Remarque. D’une représentation linéaire p : G — GL(V') on déduit une action de G sur
V' définie par
g-v=p(g)(v).

Une action de G dans V' est de cette forme si et seulement si, pour tout g € G, 'application

V - V
v o= g-v

est linéaire. On parle alors d’action linéaire.

Définition. Soient V' un espace vectoriel et f : V' — V un endomorphisme linéaire. La
transposée de f est application lindaire f*: V* — V* définie par
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pour a € V* et v € V. Rappelons que, si f,g : V — V sont deux endomorphismes
linéaires de V', alors (f o g)' = g' o f*.

Lemme 4.21. Soient G un groupe, V un espace vectoriel sur K et p : G — GL(V') une
représentation linéaire. Alors l'application

P G = GL(VY)
g — plg7h)

est une représentation linéaire.
Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient G un groupe, V' un espace vectoriel et p: G — GL(V') une représen-
tation linéaire. Alors la représentation p* : G — GL(V*) du lemme 4.21 s’appelle la
représentation duale de p.

Notations. Pour la suite nous poserons V' = K™, et nous noterons F l'algebre des
fonctions polynomiales sur K & m variables. Comme F est isomorphe a K[ X7, ..., X,,], F
est munie d'une graduation F = @52 ,F4, ou F, désigne l'espace (vectoriel) des fonctions
polynomiales homogenes de degré d. Rappelons que, pour tout d € N, on définit V®¢ par
récurrence sur d comme suit :

o VI =Ket VO =V ;
e sid>2 alors V¥ = (Vo)) gV,
Observons que V* = Fi, et rappelons les égalités
(V)2 = (VEY* = Ly(V,...,V;K).
Lemme 4.22. Soit f € L,(V,...,V;K). Soit f V= K Uapplication définie par
f(v) = f(v,...,v). Alors f € F,.

Démonstration. Soient ay,...,a, € V* = F;. Posons f = a; ® -+ ® . Pour tout
veVona

(H(v) = a1 (v) as(v) -+ ay(v) = (@102 a)(v)

donc f: a0y € F,.

Soit f e L,(V,...,V;K) = (V*)¥P. Alors f s’écrit sous la forme f = Y"1, f;, ou f; est
de la forme f; = ;1 ® -+ - @ oy p avec a;; € V. Ona f =" | fi et, par ce qui précede,
fi € F, pour tout i € {1,...,n}, donc f € F,. ]

Pour tout o € &, on définit ¢, : V¥ — V& par
apa(vl, e ,'Up) = Us—1(1) XK R Vo=1(p) -

51



Cette application est clairement p-lindaire, donc induit une application linéaire p, : V&P —
Ver,

Lemme 4.23. Soit pe N, p > 1. On a p, € GL(V®P) pour tout o € &,, et l’application

p: 6, — GL(V®P)
o Po

est une représentation linéaire.
Démonstration. Exercice. O

Définition. Un tenseur f € V®P est symétrique si p,(f) = f pour tout o € &,. Un
tenseur f' € (V*)®P = (VEP)* est symétrique si p*(o)(f’) = f’ pour tout o € &, ou p*
est la représentation duale de p. On note (V®P)® D'ensemble des tenseurs symétriques
dans V®P. On montre facilement que c’est un sous-espace vectoriel de V®. De méme, on
note ((V*)®P)S 'ensemble des tenseurs symétriques dans (V*)®P et c’est un sous-espace
vectoriel de (V*)®P.

Remarque. Si f € (V*)® = L,(V,...,V;K) est considérée comme une application
p-linéaire, alors f est symétrique si et seulement si

FWo-101), - V1)) = f(V1,. .., 0p)
pour tous (vq,...,v,) € VP et tout o € G,,.

Définition. On définit les applications linéaires S : VEP — V& et S : (V)22 — (V/*)2P
par

S(v) =]§ S po)(w), S(F) =§ S o 0)f).

oc6, o€,

Proposition 4.24.

(1) Onap(c)oS = Sop(a) =S pour tout o € &,. De méme, p*(c)oS = Sop*(s) = S
pour tout o € &,.

(2) S est une projection de VP sur (V®P)S. De méme, S est une projection de (V*)P
sur ((V*)®P)S,

Démonstration. On démontre les égalités p(o) o S = Sop(o) = 5. Les égalités
p(c)o S =S8o0p* (o) =5 se démontrent de la méme fagon.
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Soient v € V¥ et 0 € G,,. Alors

(p(0) 0 8)(v) = plo) 5 S o) | = % S (p(0) 0 (7))
— 5 2 P = o 3 D) = (o).
"6, T TEG,

(S0 p(0))(v) = 5 S (p(r) 0 plo))(w) = 5 S plro)(v) = % S p(r)(w) = S(v).

TES) TES) T€S)

Maintenant, on démontre que S est une projection de V& sur (V)% Le fait que S soit
une projection de (V*)®P sur ((V*)*P)® se démontre de la méme fagon. Soit v € V&P,
Par (1) on a p(c)(S(v)) = S(v) pour tout o € &,, donc S(v) € (VE)®. Par ailleurs, si
v € (V)% alors

S(v):llz,o(o)(v):llZv:l'p!v:v.
p! P! P!

o€, o€,

]

Rappelons que, si f € L,(V,...,V;K) = (V*)*P, f:V = K désigne Dapplication définie
par f(v) = f(v,...,v). Rappelons aussi que f € F,. On note v, : (V*)*F)® — F,
I’application qui a f associe f.

Proposition 4.25. L’application v, : ((V*)®P)S — F, est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Démonstration. On note {wy,...,w,} la base duale de la base canonique de V' = K™.
Remarquez que, si M = X;, X, --- X est un monome de degré p, la fonction polynomiale

associée & M est
wy: Vo o— K

v ual(v)u%z(v)' "u%p(v)

Remarquons encore que ’ensemble des wy;, ou M varie parmi les monomes de degré p,
est une base de F,. Finalement 1’élément

) € (VH)*n)©

)

N = 1
wM:S(wi1®---®wip):H Z(wifl(l)@---@w

oe6,

ne dépend pas de l'ordre de {i1, . .., 7,} donc est bien défini (i.e. ne dépend que du monéme
M). Par ce qui précede il existe une application linéaire p, : F, — ((V*)®P)% qui envoie
wyy sur wyy pour tout monome M de degré p.
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Soit M = X;, Xj, --- X, un monome de degré p. Pour v € V on a

(0 1) ) 0) = 1 (55 3 (i @001, ) | ©)

o€,
1
- H Z@ (wirl(n ®- w"o*(m)(v ®--- Q)
ocbyp
1
B ! 26: wirlu)(v) T Wi, (v)
oc P

- L ), ) =)

Ceci montre que v, o i, = Id. En particulier, v, est surjective et j, est injective.

L’ensemble {w;, ® - ®@wj,; (i1,...,i,) € {1,...,m}?} est une base de (V*)®P. Il s’en suit
que l'ensemble {S(w;, ® - ®@w; ) ); (i1, ..., ip) € {1,...,m}P} engendre Im S = ((V*)®P).

Si (i1,...,4,) € {1,...,m}?, alors, par construction, S(w;, ® -+ ® w;,) est I'image de
wy par fi,, ou M = X; X;,---X;,. Ceci montre que pu, est surjective, donc est un
isomorphisme. O

5 Modules

Dans ce chapitre A désignera un anneau avec ses deux lois + et -.

5.1 Définitions et premieres propriétés

Définition. Un module sur A est un groupe abélien M muni d’une opération externe
Ax M — M, (a,m) — a-m vérifiant :

(a) (a1 +az) -m = (a3 -m)+ (ay - m) pour tous aj,as € A et m € M ;
(b) a-(my+mgy) = (a-mq)+ (a-msg) pour tous a € A et my, mg € M ;
(c) ay - (az-m) = (ajasz) - m pour tous aj,as € Aet me M ;

(d) 14-m =m pour tout m € M.

Lemme 5.1. Soit M un module sur A. Alors
(1) 04 -m = 0y pour tout m € M ;
(2) a-0p =05 pour tout a € A ;

(3) (—a) -m=a-(—m)=—(a-m) pour tousa € A et m € M.
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Démonstration. Soit m € M. Alors
04-m=04+04)-m=(04-m)+ (04-m),
donc 04 - m = 0.
Soit a € A. Alors
a-0y =a-(0py+0y)="(a-0p)+ (a-0y),
donc a -0y = 0.
Soient a € A et m € M. Alors
(—a) - m+a-m=((—a)+a)-m=04-m=0y,
donc (—a) -m = —(a-m). Par ailleurs,
a-(—m)+a-m=a-((—m)+m)=a-0y =0y,
donc a - (—m) = —(a-m). O

Exemple 1. Si A = K est un corps, alors étre un espace vectoriel sur K est la méme
chose que d’étre un module sur K.

Exemple 2. Soit M un groupe abélien. On définit une opération Z x M — M comme
suit. Pour m € M et a € Z, a > 1, on définit a - m par récurrence sur a en posant
I-m=m,eta-m=(a—1)-m+msia>2 Onpose0-m=0yeta-m=—((—a) -m)
sia < 0. Alors M muni de sa somme + et de 'opération - ainsi définie est un module sur
7.

Exemple 3. Posons M = A™, que l'on considére comme groupe abélien, muni de
lopération A x M — M définie par

a-(by,...,bm)=1(a-by,...,a-by)
pour a € A et (by,...,by) € M. Alors M est un module sur A.

Exemple 4. Soient K un corps, V' un espace vectoriel sur K et A = L£(V'). Alors V avec
I'action naturelle de A = L£(V') est un module sur A.

Définition. Soit M un module sur A. Une partie N C M est un sous-module de M si
(N, +) est un sous-groupe de (M, +), et a-n € N pour tous a € Aet n € N.

Lemme 5.2. Soient M un module sur A et N un sous-module de M. Alors N est un
module sur A.
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Démonstration. Exercice. O

Lemme 5.3. Soient M un module sur A et N C M wune partie. Alors N est un sous-
module de M si et seulement si N # 0, et on a ayny + asny € N pour tous ai,as € A et
ny,Ng € N.

Démonstration. Exercice. O
Exemple. Rappelons qu'un idéal a gauche de A est une partie I C A telle que

(a) (I,+) est un sous-groupe de (A, +) ;

(b) a-be I pourtousac Aethel.

On considére A comme un module sur A. alors I C A est un sous-module si et seulement
s’il est un idéal a gauche.

Lemme 5.4. Soient M un module sur A et {N;}icr une famille de sous-modules de M.
Alors NierN; est un sous-module de M.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient M un module et G C M une partie. Le sous-module de M engendré
par G est le plus petit sous-module de M contenant G. C’est l'intersection de tous les
sous-modules de M qui contiennent G. Remarquez que cette intersection est non vide car
M contient G.

Remarque. Soit M un module sur A. Alors {0y} est le sous-module de M engendré
par (.

Lemme 5.5. Soient M un module sur A, G C M wune partie non vide, et N le sous-
module de M engendré par G. Soit m € M. Alors m € N si et seulement s’il existe
EeN, g1,....,9. € G etay,...,ap € A tels que m = a1g1 + - -+ + argx.

Démonstration. Posons
No=Harg1+ - +arge ; kEN, ¢1,...,9r € Getay,...a, € A}.

On va montrer que Ny est un sous-module de M, puis que tout sous-module de M con-
tenant G contient .

On a Ny # 0 car G C Ny et G est non vide. Soient m,m’ € Ny et b,/ € A. il existe
EeN, gi,...,gn € Getay,...,ar € A tels que m = a;g; + - - - + argr. De méme, il existe
leN gi,....,9) € Getay,... ,a] € Atels que m' = alg| + -+ ajg]. Alors

bm +b'm’ = (bar)gi + - - - + (bpar)ge + (V'a))gy +--- + (Vay)g;
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donc bm + b'm’ € Ny. Ceci montre que Ny est un sous-module de M.

Soit N un sous-module de M contenant G. Soit m € Ny. Il existe k € N, ¢1,...,9xr € G
et ar,...,a, € A tels que m = ajgy + -+ - + aggr. Le fait que ¢y,..., gx soient dans N
implique que m € N. On a donc Ny C N. n

Définition. On dit qu’'un module M sur A est de type fini s’il est engendré par un nombre
fini d’éléments. On dit que M est monogéne s’il est engendré par un unique élément.

Exemples.

(1) Un espace vectoriel sur K est de type fini si et seulement s’il est de dimension fini.
il est monogene si et seulement s’il est de dimension 1 ou 0.

(2) Sip e N, p>1, alors A? est un module sur A de type fini. Il est engendré par
{e1,...,e,}, ou
€; = (OA,...,OA,lA,OA,...,OA)

pour tout i € {1,...,p}. Il est monogene si et seulement si p = 1.
(3) Soient K un corps, V' un espace vectoriel sur K, et A = L£(V). Alors V est un
module monogene sur A. il est engendré par n’importe quel vecteur non nul.

Remarque. Un sous-module d’'un module de type fini n’est pas forcément de type fini.

5.2 Morphismes et quotients

Définition. Soient M, M’ deux modules sur A. Une application f : M — M’ est un
morphisme de modules (sur A) si :

(@) f(mi+ma) = f(mi)+ f(mz) pour tous my,mg € M ;
(b) f(a-m)=a- f(m) pour tous a € A et m € M.
Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

Lemme 5.6.

(1) Soit f: M — M’ un morphisme de modules sur A. Alors f(0p) = Oppr, et f(—m) =
—f(m) pour tout m € M.

(2) Si f : M — M’ est un isomorphisme de modules, alors f=' : M’ — M est un
morphisme de modules.

Démonstration. Exercice. O

Lemme 5.7. Soit f: M — M’ un morphisme de modules.
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(1) Soit N C M un sous-module. Alors f(N) est un sous-module de M’.

(2) Soit N' C M’ un sous-module. Alors f~'(N') est un sous-module de M.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soit f : M — M’ un morphisme de modules. Le noyau de f, noté Ker f, est
Ker f = f~1(0pr). L’image de f, notée Im f, est Im f = f(M). Par ce qui précede, Ker f
est un sous-module de M et Im f est un sous-module de M’.

Lemme 5.8. Soit f: M — M’ un morphisme de modules.
(1) f est injectif si et seulement si Ker f = {0y}.
(2) f est surjectif si et seulement si Im f = M.

(3) f est un isomorphisme si et seulement si Ker f = {0y} et Im f = M.

Démonstration. Exercice. O

Soient M un module sur A et N un sous-module de M. Soit R la relation d’équivalence
sur M définie par :
TRy & z—ye N.
Lemme 5.9. La relation R est compatible avec les opérations de M. C’est-a-dire :
(a) si o1 R} et xoRxly, alors (x1 4+ x2)R(x) + xb), pour tous xy, zo, 2,25 € M ;

(b) si xR, alors (ax)R(ax’), pour tous xz, 2’ € M et a € A.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Pour x € M, on appelle classe de x et onnote T =+ N = {x+y;y € N} la
classe d’équivalence de x par R. On note M /N I'’ensemble quotient, c¢’est-a-dire ’ensemble
des classes d’équivalence.

Proposition 5.10.

(1) Les opérations interne + et externe - sur M /N données par

r+y=r+y, a-T=ax,
oux,y € M et a € A, sont bien définies.

(2) L’ensemble M/N muni des deuz opérations + et - est un module sur A.
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(3) L’application p: M — M/N, x +— &z, est un morphisme surjectif dont le noyau est
N.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 5.11. Soient M, M' deux modules, N un sous-module de M et f: M — M’
un morphisme. Si f s’annule sur N, alors il existe un unique morphisme f : M/N — M’
tel que f = fou, c’est-a-dire le diagramme suivant commute.

M—L

N A

M/N
De plus, si N = Ker f, alors f est injectif.
Démonstration. Exercice. O

Proposition 5.12. Soient M un module et N un sous-module de M. Notons M(M,N)
lensemble des sous-modules de M qui contiennent N et M(M/N) l’ensemble des sous-
modules de M/N. Alors l'application

o: M(M,N) —
U —
est une bijection.

Démonstration. Soit U’ un sous-module de M’. Comme 0y;/y € U', on a N = Ker pp =
W (0pyn) C = H(U'), done Papplication

est bien définie. Soit U" € M(M/N). Alors

(pou)(U") = p(u () = V",

Ceci montre que ¢ o¢p = Id. Soit U € M(M,N). Posons U = p(U) = u(U) et
V =yU") = pY(U'). Comme U" = p(U), on a U C p~Y(U’) = V. Réciproquement,
soit y € V. Posons 2’ = u(y) € U'. il existe z € U tel que 2’ = u(z). On a pu(y —z) =
' — 1" = 0pyn, doncy —x € Kerpp=N C U, donc y = (y — ) +x € U. On en déduit
que V C U, donc (¢ o p)(U) = U. Ceci montre que 9 o ¢ = Id. O

Définition. Soient M un module et N7, Ny deux sous-modules de M. Alors la somme
de Ny et N, est :
N1+ Ny :{n1+n2 : np € Ny et ng ENQ}.
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Lemme 5.13. Soient M un module et N1, Ny deux sous-modules de M. Alors Ny + No
est une sous-module de M.

Démonstration. Exercice. O
Théoreme 5.14. Soient M un module et N1, Ny deux sous-modules de M. Alors

(N1 + No)/Ny =~ Ny /(Ny 0 Ny) .

Démonstration. On note ¢ : Ny — Ny + Ny Uinclusion, 7 : (N7 + Ny) — (N7 + No)/No
I'application quotient, et p = wor : Ny — (N1+N3)/Ny. On a Ker ¢ = N;N Ny, done, par
la proposition 5.11, ¢ induit un homomorphisme injectif ¢ : Ny /(N;NNy) — (N1+Ny)/No.
Cet homomorphisme est surjectif car, si m = n; + ny € Ny + Ny, alors m = n; dans
(N7 + N3)/Ns, donc m = p(ny). O

Définition. Soit M un module. Deux sous-modules N1, Ny de M sont supplémentaires
si Ny N Ny =0y et Ny + Ny = M. Dans ce cas on pose N1 + Ny = Ny @ Ny et on parle
de la somme directe de Ny et Ns.

Corollaire 5.15. Soient M un module et N1, No deux sous-modules tels que N1 N Ny =
{0}. Alors
(N1 @ Na)/Ny = Ny, (N1 @ Na)/Ny >~ No.

Définition. Deux idéaux a gauche I, J de A sont dits étrangerssi I + J = A.

Théoréme 5.16 (Théoreme Chinois). Soient I, J deuz idéauz d gauche étrangers de A.
Alors
A/(INJ)~A/T x A/J.

Remarque. Les idéaux [ et J ne sont pas forcément bilateres, donc les quotients
A/, AJJ et A/I N J nont pas forcément de structure d’algebre. L’isomorphisme du
théoreme 5.16 est un isomorphisme de modules sur A.

Démonstration. On vérifie facilement que I/(INJ)+J/(INJ)=A/(INJ)et (I/(IN
)N (J/(InJ)) = {0}, donc A/(INJ)=I/INnJ)dJ/(INJ), donc A/(INJ) ~
I/(INnJ)x J/(INJ). Par ailleurs,

AT =T+ J)/I~J/(InJ)et A/JJ=IT+J)/J~I/(INJ),

donc A/(INJ)~ A/l x AJJ. O
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5.3 Modules de type fini

Proposition 5.17. Soit M un module sur A. Alors M est monogéne si et seulement s’il
existe un idéal a gauche I C A tel que M ~ A/I.

Démonstration. Si M = A/I, ot I est un idéal & gauche, alors M = A-1,, donc M est
monogene. Réciproquement, supposons que M soit monogene. Soit m € M un générateur.
L’application ¢ : A — M, a — a - m est un homomorphisme de modules surjectif. Par
la proposition 5.11, on en déduit que ¢ induit un isomorphisme ¢ : A/I — M, ou
I = Ker . O

Définition. Soient M un module et m € M. L’annulateur de m, noté Ann(m), est
{a € A;a-m =0y}

Lemme 5.18.
(1) Soit M un module et m € M. Alors Ann(m) est un idéal a gauche de A.
(2) Soient M un module monogéne et m € M un générateur. Alors M ~ A/Ann(m).

Démonstration. Soient M un module et m € M. On a Ann(m) # () car 04 € Ann(m).
Soient a1, as € Ann(m) et by, by € A. Alors

(b1a1+b2a2) -m:bl-(al -m)—l—bg-(ag-m) :bl 'OM+b2'0M:OM,
donc byay + baas € Ann(m). Ceci montre que Ann(m) est un idéal a gauche de A.

Soient M un module monogene et m € M un générateur. L’application ¢ : A - M, a —
a-m est un homomorphisme surjectif dont le noyau est Ann(m). Par la proposition 5.11,
¢ induit un isomorphisme A/Ann(m) — M. O

Proposition 5.19. On suppose que A est un anneau commutatif.

(1) Soient M un module monogéne et m,m' € M deur générateurs. Alors Ann(m) =
Ann(m/).

(2) Soient M un module monogéne, m € M un générateur, et I C A un idéal a gauche

tel que M ~ A/I. Alors I = Ann(m).

Démonstration. Soient M un module monogene et m,m’ € M deux générateurs. Il
existe u € A tel que m’ = u-m. Si a € Ann(m), alors
/

a-m' =a-(u-m)=(au) -m=(ua) -m=u-(a-m)=_0y,

donc a € Ann(m'). D’ot Ann(m) C Ann(m'). De méme, Ann(m’) C Ann(m).
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Soient M un module monogene, m € M un générateur, et I C A un idéal a gauche tel
que M ~ A/I. Soit ¢ : A/I — M un isomorphisme, 7 : A — A/I I'application quotient,
et p =1om:A— M. On remarque que ¢ est un homomorphisme surjectif, Ker p = I,
m’ = ¢(1a) est un générateur de M, et Ker ¢ = Ann(m’). Par la partie (1) on en conclue
que I = Ann(m’) = Ann(m). O

Remarques.
(1) Le résultat de la proposition 5.19 est faux si A n’est pas commutatif.

(2) Supposons que A soit commutatif. Il se peut que l'on ait deux idéaux bilateres
I,J C Atels que A/I ~ A/J comme anneau, mais I # J (un exemple sera donné
en exercice). Par contre, par la proposition 5.19, si I, J sont deux idéaux & gauche
tels que A/I ~ A/J comme modules sur A, alors I = J.

Lemme 5.20. Tout quotient d’un module de type fini est un module de type fina.

Démonstration. Soient M un module de type fini, G = {g1, ..., g, } une famille finie qui
engendre M, N un sous-module de M, et M — M/N, m — m, Papplication quotient.
Pour m € M il existe ay,...,a, € A tels que m = ay91 + -+ + a,g,. On a alors
M = aigi + -+ + angn. Ceci montre que G = {g1,...,gn} engendre M/N. ]

Lemme 5.21. Un module M est de type fini si et seulement s’il est le quotient d’un A™
avec n € N.

Démonstration. Pour n € N, A" est un module de type fini, donc tout quotient de
A" est un module de type fini. Réciproquement, soit M un module de type fini. Soit
G ={g1,...,9,} une famille finie génératrice de M. On définit p : A — M par

play, ... a,) =a1gr + -+ angn -
Sia=(ay,...,a,),b=(b1,...,b,) € A" et z,y € A, alors

zp(a) +yp(d) = z(argr + -+ angn) + y(brgr + - + bngn)
= (xa; + yb1)g1 + - - + (xa, + ybu)gn = p((xay + yby, ..., xa, + yb,)) = p(ra + yb),
donc p est un homomorphisme. Il est surjectif car G engendre M. On en conclue que

M ~ A™/Ker p. O

5.4 Modules simples et semi-simples

Définition. Un module M sur A est simple si M # {0} et si les seuls sous-modules de
M sont {0} et M.

Exemple. Si A = K est un corps, un module simple est un espace vectoriel de dimension
1.
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Définition. Un idéal I de A est appelé mazimal si I est propre (i.e. I # A) et I n’est
strictement inclus dans aucun idéal propre de A.

Proposition 5.22. Soit M un module sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) M est un module simple.
(b) M est monogéne, et tout élément de M \ {0} engendre M.

(c) M~ AJI, ou I est un idéal mazimal de A.

Démonstration. (a) = (b) : Supposons que M soit simple. Soit m € M \ {0}. Alors
A -m est un sous-module de M différent de {0}, donc A-m = M.

(b) = (a) : Supposons que A-m = M pour tout m € M \ {0p}. Soit M' C M un
sous-module différent de {0}. Soit m € M’, m # 0p;. Alors M = A-m C M' C M, donc
M =M.

(a) & (c) : Rappelons que M (A, I) désigne I'ensemble des sous-modules (idéaux) J C A
tel que I C J C A, M(A/I) désigne I'ensemble des sous-modules de A/I, et il existe une
bijection p : M(A,I) — M(A/I), J — J/I. Par ailleurs, I est maximal si et seulement
si |M(A,I)] =2 et A/I est simple si et seulement si [M(A/I)| = 2. On en conclue que
A/I est simple si et seulement si I est maximal. ]

Théoréme 5.23 (Krull). Soient A un anneau non trivial (i.e. A # {0}) et I un idéal a
gauche propre de A (i.e. I # A). Alors A contient un idéal mazimal contenant I.

Démonstration. Notons Z I’ensemble des idéaux propres de A qui contiennent 7. On a
Z # () car I € Z. Soit C une chaine dans Z. Posons

To=J7.
Jec

On laisse en exercice la démonstration que Jy est un idéal de A contenant I. Montrons
par I'absurde que c’est un idéal propre. Supposons que Jy = A, en particulier 14 € Jp.
Par définition, il existe J € C tel que 14 € J. Mais, si 14 € J, alors A=A-14 C J, ce
qui contredit 'hypothese que J est propre. D’ou, 14 & Jy et Jy est propre. On a donc
démontré que Jy est un majorant de C dans Z.

Par le lemme de Zorn, 7 a un élément maximal, et cet élément est forcément un idéal
maximal contenant I. O

Corollaire 5.24. Soit A un anneau non trivial. Alors A contient un 1déal mazximal.

Démonstration. On applique la proposition 5.23 & I = {04}. O
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Corollaire 5.25. Soit A un anneau non trivial. Il existe un module simple sur A.
Démonstration. Soit I C A un idéal maximal. Alors A/I est un module simple. O

Définition. Soit M un module sur A. Un sous-module mazimal de M est un sous-module
propre M' C M tel que M’ ne soit inclus dans aucun sous-module propre de M.

Lemme 5.26. Soient M un module sur A et M’ C M wun sous-module propre. Alors
M/M' est simple si et seulement si M' est mazimal.

Démonstration. Rappelons que M(M, M’) désigne ’ensemble des sous-modules N C
M tel que M' ¢ N € M, M(M/M') désigne 'ensemble des sous-modules de M /M,
et il existe une bijection u : M(M,M') — M(M/M'), N — N/M’'. Par ailleurs, M’

est maximal si et seulement si |[M(M,M")| = 2 et M/M’ est simple si et seulement
si I[M(M/M")] = 2. On en conclue que M/M’' est simple si et seulement si M’ est
maximal. O

Définition. Soient M un module sur A et {V; };c; une famille de sous-modules de M. La
somme des N; est le sous-module de M noté Zie ; N; engendré par U;crN;. Un élément
m appartient a » ., N; si et seulement s'il existe p € N, 4y,...,4, € I, et n;;, € Ny,
pour tout j € {1,...,p} tels que m = n; +--- +n;,. On dit que la somme ) ., N;

est une somme directe et on note Zid N; = ®@ierN; si pour tous p € N, 4y,...,%, € I,
niy, € Ni,...,n;, € Ny, I'égalité n; + --- + n;, = Oy implique n;; = 0p pour tout
je{l,...,p}

Remarque. Soient M un module sur A et {N;};,c; une collection de sous-modules.
Alors la condition “N; N N; = {0y} pour tous i, € I, i # j7 n’implique pas que
Y icr Ni = @ierN;.

Exemple. On suppose A = R et M_)z R% On pose N; = R(1,0), Ny = R(0,1) et

N3 =R(—1,-1). Ona N;NN; = {0} pour tous 7,5 € {1,2,3}, ¢ # j. Par ailleurs,
%

V1 = (1,0) ENl,’UQ: (0,1) ENQ, V3 = (—1,—1) € Nyet vy +ve+v3= 0

Lemme 5.27. Soient M un module sur A et {N;}icr une collection de sous-modules. On
a Y ier Ni = @ierN; si et seulement si, pour tout m € Y, ., Ny, il existe p € N unique, des
indices iy, ..., i, € I uniques, et des éléments n;, € N;; \{0},...,n;, € N;, \ {0} uniques,
tels que m = n; + -+ +mn;,.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Un module M est semi-simple s’il existe une collection {S;};e; de sous-
modules simples telle que M =", S;. On admettra que {0} est un module semi-simple
(on admettra que c’est la somme sur 0 sous-modules simples).

Exemples.
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(1) Si A =K est un corps, alors tout module (espace vectoriel) sur K est semi-simple.

(2) Z/AZ n’est pas un Z-module semi-simple (a faire en exercice).

Lemme 5.28.

(1) Soient M un module et Ny, Ny deux sous-modules de M tels que M = Ni + Ns.
Alors M = Ny & Ny si et seulement si Ny N\ Ny = {0y}

(2) Soient M un module et {N;}ier et {N,}jes deuz collections de sous-modules (non
triviauz) de M. Posons My =3, Nj, My =3, ;Nj et M' =3 N;. On a

ierug Vi
My=EN;, My=EDN; et M' = M, @ M,
icl jeJ
si et seulement si INJ =0 et

M’:@Ni.

i€lUJ

Démonstration. Exercice. OJ

Proposition 5.29. Soient M un module semi-simple, {S;}icr une collection de sous-
modules simples telle que M = >._.S; et M" un sous-module de M. Alors il existe une
partie Jy C I telle que

1€1

M=M & (@SJ) .

J€Jo

Démonstration. Posons

j:{JC[; M/+<jze;sj> :M’@(@@)}.

Ona J # 0 car ) € J. On observe que J € J si et seulement si toute partie finie X
de J appartient a J. En d’autres termes, [J est un caractere fini, donc est inductif, donc
admet un élément maximal, Jy. On va montrer que

M=M& (@S]) .

J€Jo

Posons M" = M' + (3_;c;, ;). Comme Jy € J, on a M" = M' & (Bjes,5;). Reste a
montrer que M = M". Pour cela il suffit de montrer que S; C M” pour tout ¢ € I. Si

i € Jp alors il est évident que S; C M”. On peut donc supposer que ¢ € Jy.
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Supposons que M” N S; # {0}. Comme S; est simple et S;NM" C S;,ona S;NM" =5
c’est-a~dire S; C M”. Supposons que S; N M” = {0}. Par le lemme 5.28 il en résulte que

M/+ Z Sj:M//+Si:M//@Si:M/@ @ Sj )

jEJou{’i} jGJoLJ{i}

donc JyU{i} € J. Ceci contredisant la maximalité de Jy, on en conclue que I'on ne peut
pas avoir S; N M" = {0}. O

Corollaire 5.30. Soient M un module semi-simple et {S;}ic; une collection de sous-
modules simples telle que M = >_._.S;. Alors il existe une partie Jo C I telle que

M=Eps;.

Jj€Jo

€1

Démonstration. On applique la proposition 5.29 & M' = {0,,}. ]

Corollaire 5.31. Soit M un module semi-simple. Alors tout sous-module de M a un
facteur direct. C’est-a-dire, si M’ est un sous-module de M, il existe un sous-module M"

de M tel que M = M' @& M".

Démonstration. On choisit une famille {S;};c; de sous-modules simples telle que M =
> icr Si- D’apres la proposition 5.29, il existe une partie Jy C I telle que M = M' @
(BjesS;). Posons M" = ey, Sj. Alors M = M' & M". O

Lemme 5.32. Soit M un module. Si M est isomorphe a un module semi-simple, alors
M est semi-simple.

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 5.33. Soit M un module semi-simple. Alors tout sous-module de M est
semi-simple et tout quotient de M est semi-simple.

Démonstration. Soit M’ un sous-module de M. On choisit une famille {S;};c; de sous-
modules simples de M telle que M = ., S;. Par la proposition 5.29, il existe une partie
Jo C I telle que M = M’ & (Bjey,S;). Posons M" = @ ,S;. Alors M” est semi-simple

et, comme M = M' @& M", M/M' ~ M", donc M/M'" est semi-simple.

Encore par la proposition 5.29, il existe une partie Ky C I telle que M = M" @ (Drex,Sk)-
Alors M" ~ M /M" ~ @®yer, Sk, donc M’ est semi-simple. ]

Proposition 5.34. Soit M un module sur A. Alors M est semi-simple si et seulement
st tout sous-module de M admet un facteur direct.
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Démonstration. Par le corollaire 5.31, si M est semi-simple, alors tout sous-module de
M admet un facteur direct.

Maintenant, on se donne un module M tel que tout sous-module de M admet un facteur
direct et on montre que M est semi-simple. Ceci se fait en trois étapes.

Etape 1 : Soient N un sous-module de M et N’ C N un sous-module de N. Montrons
que N' admet un facteur direct dans N. Soit N” un facteur direct de N’ dans M (i.e.
M =N &N"). On a

N'N(N'NN)={0y}NN ={0x}.

Par ailleurs, soit n € N. Comme M = N'@ N", on peut écrire n sous la forme n = n’+n”,
oun’ € N et n” € N'. Commen' € NNC N,onan”"=n—n'"€ N, doncn” € NN N.
D'ou N =N+ (N"NN),donc N =N & (N"NN).

Etape 2 : Soit N un sous-module de M non trivial. Montrons que N contient un sous-
module simple. On choisit n € N, n # 0. On a un morphisme de modules ¢ : A — N,
a — a-n. Notons I le noyau de ¢. C’est un idéal propre a gauche de A et ¢ induit
un morphisme de modules injectif @ : A/ — N. Notons N; = Imp = Im . D’apres
le théoreme 5.23, il existe un idéal maximal J de A contenant I. Posons Ny = p(J) =
@(J/I). D’apres I'étape 1, il existe un sous-module N3 de Nj tel que Ny = No @ N3. Alors

N3~ N1 /Ny~ (A/I)/(J/I)~ A/ J,
donc N3 est simple.

Etape 3 : Posons N = ZSCMS simple O+ Montrons que N = M par l'absurde. Supposons
que M # N. Par hypothese, il existe un sous-module N’ de M tel que M = N & N'. Le
sous-module N’ est non trivial car N # M. Par I’étape 2, on en déduit que N’ contient
un sous-module simple, Sy. Ceci n’est pas possible car, par définition, N contient tous les
sous-modules simples de M et N NSy = {0x}. O

Corollaire 5.35. Soient M un module semi-simple, {S;}ic; une collection de sous-
modules simples telle que M = @;c1S; et S un sous-module simple de M. Il existe 1y € I
tel que S >~ S;,.

Démonstration. Par le corollaire 5.31, il existe un sous-module N’ de M tel que M =
S@ N'. Par la proposition 5.29, il existe une partie Jy C I telle que M = N’ & (e z,5;).
On a

S ~ M/N, ~ @jEJOSj,

donc |Jy| =1 car S est simple. Soit iy € I tel que Jy = {ig}. Alors S ~ S,. O
Définition. Un anneau A est appelé semi-simple si tout module sur A est semi-simple.

Exemple. Tout corps est un anneau semi-simple.
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Proposition 5.36. Un anneau A est semi-simple si et seulement si A est un module
semi-simple sur A.

Démonstration. Si A est semi-simple, il est évident que A, vu comme module sur A, est
semi-simple. Supposons que A soit un module semi-simple sur A et montrons que A est
semi-simple, c’est-a-dire que tout module sur A est semi-simple. Soit M un module sur
A. Pour m € M, soit A -m le sous-module de M engendré par m. On a un morphisme
surjectif A — A-m, a +— a-m, donc A-m est un quotient de A (& isomorphisme pres).
Comme A est semi-simple, par le corollaire 5.33, A-m est aussi semi-simple, donc il existe
une collection {S;};cr,. de sous-modules simples telle que A -m = > S;. Finalement

M = ZA~m: Z ZSZ-,

meM meM i€ly,

1€1m

donc M est semi-simple. O

6 Représentations linéaires des groupes finis

6.1 Définitions et premieres propriétés

Définition. Soient K un corps et V un espace vectoriel sur K. On note GL(V) le
groupe des isomorphismes linéaires de V' sur lui-méme. Un élément de GL(V') est, par
définition, une application linéaire A de V dans V qui admet un inverse A=!. Soit G un
groupe. Une représentation linéaire de G dans V' est un homomorphisme p : G — GL(V).
Lorsque p est donnée, on dit que V' est un espace de représentation ou tout simplement
une représentation de G. Si V est de dimension finie, alors sa dimension s’appelle le degré
de la représentation p.

Définition. Soient K un corps, V.V’ deux espaces vectoriels sur K, G un groupe et
p:G— GL(V), p: G — GL(V’) deux représentations linéaires de G. On dit que p et p
sont isomorphes §’il existe un isomorphisme linéaire 7 : V" — V'’ tel que

plg) =Top(g)or"

pour tout g € G.

Exemple 1. Une représentation de degré 1 est un homomorphisme de G dans K*. Si G
est fini, alors p(g) est forcément une racine de I'unité. La représentation Ig : G — K*,
g — 1k s’appelle la représentation unité.

Exemple 2. Soit G un groupe. Pour tout g € G on définit I'application linéaire p(g) :
K[G] — K[G] par
p(g)(h) = gh pour tout h € G .

On vérifie facilement que 'application p : G — GL(K]|G]) est une représentation linéaire
de G. Elle s’appelle la représentation réguliére. Si G est fini, alors son degré est |G|.
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Par ailleurs, si p : G — GL(V') est une représentation linéaire et V' contient un vecteur
vy tel que ensemble {p(g)(v1); 9 € G} soit une base de V, alors p est isomorphe a la
représentation réguliere (en exercice).

Exemple 3. Supposons que notre groupe G agit sur un ensemble X. Notons V' l'espace
vectoriel sur K ayant X pour base. Pour tout g € G on définit p(g) € GL(V) par

p(g)(z) =g - x pour tout = € X .

Alors p : G — GL(V) est une représentation linéaire de G appelée représentation de
permutation associée a l'action de G sur X.

Lemme 6.1. Soient A une algébre sur K et M un module sur A. On définit une loi
Kx M — M par
tm= (tly)- -m,

pour toust € K et m € M. Alors M muni de la loi + est de cette multiplication est un
espace vectoriel sur K.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 6.2. Soit G un groupe.

(1) Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G. On définit une opération
K[G] x V =V, (a,v) — a-v comme suit. Soient a € K[G] et v € V. On écrit
a = del ty- g, ou I est une partie finie de G et t, € K pour tout g € I. Alors

av=3"t,plg)v).

g€l
Alors V- muni de cette loi est un module sur K[G]| que 'on note Mod,,.
(2) Soit M un module sur K[G]. Il existe une représentation linéaire p : G — GL(V),
unique a isomorphisme pres, telle que M ~ Mod,.
Démonstration. On se donne une représentation linéaire p : G — GL(V') et on considere
la loi K[G] x V' — V définie dans la proposition. On doit montrer que :
(a) (a+d)-v=(a-v)+ (a-v) pour tous a,a’ € K[G] et v eV ;
(b) a-(v+v")=(a-v)+ (a-v") pour tous a € K[G] et v,0" € V
(c) a-(d-v)=(ad’)-v pour tous a,a’ € K[G] et v eV ;

(d) 1g - v =wv pour tout v € V.
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On se donne a,a’ € K[G] et v,v" € V. On choisit une partie finie I C G telle que a,d’
puis?ent s’écrire sous la forme a = ng tgg et d = del t, g avec ty,t, € K pour tout
gel.

(a+d)-v= (Z(tg + t'g)g> =) (ty +1,)p(9)(v)

= (Ztg p(g)(v)> + (Zt;p(g)(v)> = (a-v)+(a"v).
a-(v+v') = typ(g)(w+1) =Y te(plg)(v) + plg)(v'))
= (Z ty p(g)(v)> + (Z ty p(g)(v’)) = (a-v)+ (a-?).
(ad') v = (Z D oty gg’) v =YY gty plgg)(v)
=33 teth (p(g) o p(g))(w) =D typlg) (Z ty p(g’)(v)) =a-(av).

lg-v=p(g)(v) =1d(v) =v.

Maintenant, on se donne un module M sur K[G]. Rappelons que M est un espace vectoriel
sur K (voir Lemme 6.1). Pour tout g € G on définit p(g) : M — M par

p(g)(m) =g-m.
Il est évident que p(g) est une application linéaire. Si g, ¢’ € G, alors
(p(g) o plg")(m) =g - (g"-m) = (9g) - m = p(gg’)(m),
pour tout m € M, donc p(g) o p(¢') = p(gg’). De plus
p(lg)(m)=1g-m=m
pour tout m € M, donc p(lg) = Idy,. Ceci implique que, pour tout g € G,
Id = p(la) = p(9g~") = plg) o plg™"),

donc p(g) est inversible (i.e. p(g) € GL(M)) et p est un homomorphisme. En d’autres
termes, p est une représentation linéaire de G. On démontre facilement que M = Mod,,.

[]
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Définition. Soient p : G — GL(V') une représentation linéaire d’un groupe G et W un
sous-espace vectoriel de V. On dit que W est stable par p si p(g)(W) = W pour tout
g € G. Dans ce cas on a une représentation linéaire p" : G — GL(W), g — p(g)|w. On
dit que p"' (ou W) est une sous-représentation de p (ou de V).

Exemple. Supposons que G soit fini et p : G — GL(K|[G]) est la représentation réguliere.
Posons wqy = EgeGg. On a p(g)(wg) = wy pour tout g € G donc la droite W = K - wy
engendrée par w, est stable par p, et p" est une sous-représentation isomorphe a la
représentation unité.

Lemme 6.3. Soient p : G — GL(V) une représentation linéaire d’un groupe G et W
un sous-espace vectoriel de V. Alors W est stable par p si et seulement si W est un
sous-module de Mod, = V.

Démonstration. Exercice. O

A partir de maintenant nous supposerons que K est de caractéristique 0, G' est un groupe
fini et tous les espaces vectoriels considérés seront de dimension finie sauf mention du
contraire.

Théoréme 6.4. Soient p : G — GL(V) une représentation linéaire de Vet W C V un
sous-espace vectoriel stable par p. Il existe un sous-espace vectoriel W' C V stable par p
tel que V=W e W',

Démonstration. On choisit W, un sous-espace supplémentaire de W (i.e. V =W @& W)
et on note my : V. — V la projection de V sur W parallelement a Wy. Rappelons que
7T8 = 1y, Kermg = Wy et Immg = W. Posons

w= g Slela) oo pla™).

geG

On va d’abord montrer que 7 est une projection d’image W, c’est-a-dire que 72 = 7 et
Imm =W. Sil'on pose W/ = Ker7 on aura alors V=W & W'

Soit v € V. pour tous g,h € G on a (mp o p(g~1))(v) € W car W est 'image de my, donc
(p(h™tg) om0 p(g))(v) € W, car W est stable par p, donc

(mo o p(h™g) omo o p(g™"))(v) = (p(h™'g) om0 plg™))(v)
= (p(h) omgop(h™'g) om0 p(g™))(v) = (p(hh™'g) omo o p(g~"))(v)
= (plg) om0 p(g™"))(v)

71



d’ou

(mom)(v) ’GH |ZZ ) om0 p(h™g) om0 p(g™))(v)

heG geG

~ TaTTen 2 ) 2 oo rla™ )

hed geG
=m(v)

Soit w € W. Pour tout ¢ € G on a p(g~)(w) € W car W est stable par p, donc
(mo 0 p(g™"))(w) = p(g~")(w), donc

(p(g) o mo 0 p(g™H))(w) = plgg™")(w) = p(le)(w) = w.
On en déduit que
|2C:: o7roop |z(:;w—w

En particulier, w € Im 7.

Soit v € V. Pour tout g € G on a (m o p(g~*))(v) € W car W est 'image de my, donc
(p(g) om0 p(g~t))(v) € W car W est stable par p. On en déduit que

7(v) ]G’\Z Yomop(g ) (v) €W .

geG

En conclusion : W = Im .

On pose W' = Kernw. Comme 7 est une projection et W = Im7w, ona V=W & W'
Reste a montrer que W’ est stable par p.

Soit w € W’. Pour tout h € G on a

m(p(h Z ) om0 p(gh))(w)

gEG
= p(h) <|G| QGZG p(h™tg)omgop(g™ h))(ﬂf))
( S (plg) om0 0 ply Uxm)
geG
:pmxﬂwnzpmxﬁw:?
donc p(h)(w) € Kerm = W', O
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Corollaire 6.5. L’algébre de groupe K[G| est semi-simple.

Démonstration. Soient M un module sur K[G] et N un sous-module de M. Soit
p: G — GL(M) la représentation linéaire définie par p(g)(m) = g-m pour tous g € G et
m € M. Le sous-espace N de M est stable par p, donc il existe un sous-espace vectoriel
N' stable par p tel que M = N @ N’. Alors N’ est un sous-module de M et est un facteur
direct de N. O

Maintenant nous allons supposer pour un petit moment que K = R est le corps des
nombres réels.

Définition. Soient V un espace vectoriel sur R et (|) : V' x V — R une forme blhnealre

symétrique. On dit que (|) est un produit scalaire si (u | u) > 0 pour tout u € V'\ { f }.
Dans ce cas le groupe orthogonal de (|), noté O(V,(|)), est formé des transformations
linéaires f : V — V qui laissent invariante la forme, c’est-a-dire telles que (f(u)|f(v)) =
(u|v) pour tous u,v € V.

Proposition 6.6. Soient V' un espace vectoriel réel et p : G — GL(V') une représentation
linéaire. Il existe un produit scalaire (|) sur V' tel que limage de p soit incluse dans

OV, (1))

Démonstration. Soit (|)o: V x V — R un produit scalaire quelconque. Pour u,v € V

on pose
Z 9)(v))o.

gEG

Il est clair que (|) est un produit scalaire. Par ailleurs, si h € G, alors

(p(h)(u)|p(h Z (hg)(u)|p(hg)(v Z 9) (V) = (ulv)

QEG gEG

pour tous u,v € V, donc p(h) € O(V,(])). O

Lemme 6.7. Soient V' un espace vectoriel réel, W un sous-espace vectoriel de V' et (|)
un produit scalaire sur V. Posons W+ = {v € V;(v|w) = 0 pour tout w € W}. Alors
V=WaeWw.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 6.8. Soient V' un espace vectoriel réel, p : G — GL(V') une représentation
linéaire, (|) un produit scalaire invariant par p (i.e. Tmp C O(V,{(|))) et W un sous-
espace vectoriel de V invariant par p. Alors W= est aussi invariant par p.

Démonstration. Soient g € G et v € W. Pour tout w € W on a p(g~!)(w) € W, car
W est stable par p, donc

(p(g)()lw) = (p(9)(v)|(p(g) © plg™"))(w)) = (v]p(g™")(w)) = 0.
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Dot p(g)(v) € W. O

On revient a la situation ou K est un corps de caractéristique 0, mais pas nécessairement
R.

Définition. Soient {p; : G — GL(V;)}"; une famille finie de représentations linéaires.
On pose
VieVa@ - @V, =VixVax. - XV,

et on définit une représentation linéaire
PL&EPpd - ®p: G GLVIeVad - V)

par

(PL @ p2® - @ pn)(g) (V1,02 ..y vn) = (pr(g)(v1), p2(9)(V2); - - s pulg) (V) -

Cette représentation s’appelle la somme directe de py, pa, ..., pn-

Exemple. Soient p : G — GL(V) une représentation linéaire et Wy, Wy deux espaces
supplémentaires invariants par p. Posons p; = p"* : G — GL(W)) et po = p"2 : G —
GL(Ws). Alors p =~ p; @ py (par abus on pose p = p; @ pa).

Définition. Une représentation p : G — GL(V) est simple si V ne contient pas de
sous-espace vectoriel invariant par p autre que V ou { 0 }.

Théoreme 6.9. Toute représentation linéaire de G se décompose comme somme directe
d’un nombre fini de représentations simples.

Démonstration. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G. On montre
que p se décompose comme somme directe de représentations simples par récurrence sur
dim V. Si dimV = 1, alors p est forcément simple et il n’y a rien a démontrer. Supposons
que dim V' > 1 plus 'hypothese de récurrence. Si p est simple, il n’y a rien a démontrer.
On peut donc supposer que p n’est pas simple, c’est-a-dire qu il existe un sous-espace
vectoriel Wi C V' invariant par p tel que Wy # V et Wy # { 0 }. Par le théoréme 6.4,
il existe un sous-espace vectoriel W5 invariant par p tel que V= W; & W5, Posons
p1=p" G — GL(W,) et py = p"2 : G — GL(W,). Alors p = p; @ po. De plus, comme
Wy # Vet Wi # {0}, onadmW, <dimV et dimW, < dimV. Par hypothese de
récurence, il existe des collections finies de représentations simples {y; : G — GL(U;) &,
et {pi : G — GL(U;)} 72, telles que

PL=p DDk, p2=pk+1D Dl -

Alors
P=p1Dp=1 D O ® k1D D -
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Proposition 6.10. Soient p; : G — GL(V}) et po : G — GL(V3) deuz représentations
linéaires de G. Alors il existe une unique représentation linéaire p1&ps : G — GL(V1®V3)
telle que

(p1® p2)(9)(v1 ® v2) = p1(g)(v1) ® p2(g)(v2)

pour tous v1 € Vi, vg € Vo et g € G.

Démonstration. Soit ¢ € G. L’application ¢(g) : Vi x Vo — Vi ® Vo, (v1,v3) +—
p1(9)(v1) ® p2(g)(v2) est bilindaire, donc induit une application linéaire p(g) : Vi ® V5 —
V1 ®Va. Soient g, ¢' € G. L’application p(g)op(g’) envoie vy @vy sur p(gg’)(v1) @ p(gg’) (ve)
pour tout (vi,vs) € Vi x Vo, donc p(g) o p(g') = p(gg’). Par ailleurs, Papplication p(1¢)
envoie v; ® vy sur p1(lg)(v1) ® pa(le)(ve) = v1 ® vy pour tout (vy,ve) € Vi x Va, donc
p(1g) = Idy;e1,. Ceci montre d’abord que, si g € G, alors p(g) o p(g7') = p(gg™!) =
p(1lg) = 1d, donc p(g) est inversible. Ensuite p : G — GL(V; ® V,) est une représentation.
On a p(g)(v1 ® v2) = p1(g9)(v1) @ pa(g)(ve) pour tout (vy,vy) € Vi x V4 par définition.
Finalement, p est unique car p(g) est entierement déterminée par les images de v; ® v
pour (vy,v9) € Vi X Va. O

Définition. La représentation p; ® ps : G — GL(V} ® V3) de la proposition 6.10 s’appelle
le produit tensoriel de p; et ps.

Définition. Soit V un espace vectoriel sur K. On définit § : V x V — V ® V par
5('01, v9) = vy ® vy. Il est clair que 0 est bilinéaire, donc induit une application linéaire
0:V®eV —V®V. Lapplication 6% envoie v; ® vy sur v; @ vy pour tout (vy,ve) € V x V|
donc 6#? = Id. On pose

Sym*(V)={ucVaV;u =u}, A*V)={uecVeV; iu)=—u}.

Lemme 6.11. Soit V' un espace vectoriel sur K. Alors
VeV =Sym*(V)® Alt*(V).

De plus, sin =dimV, alors

1 -1
dim Sym*(V) = @ . dim AIX(V) = % .
Démonstration. On se donne une base B = {ey,...,e,} (ordonnée) de V. Posons

BS:{€i®€j+€j®ei;1§i§jSn}, BA:{ei(X)ej—ej@ei;l§i<j§n},
B=BgUBy.

On remarque les 3 choses suivantes :
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(a) Bs C Sym?(V) et |Bg| = "=t

(b) Ba C Alt*(V) et |By| = 2,
(c) |B| = |Bs| + |Bs| = n? = dim(V @ V).

Donc, pour démontrer le lemme 6.11, il suffit de démontrer que B est linéairement
indépendant.

Soient a;; €K, 1 <i<j<n,eth; € K, 1 <1<y <n,tels que

—
Zai,j(ei & ej + ej (24 61') + Zbi,j(ei (024 €j — Gj & ei) =0.

1<j 1<j
Alors
Z —
D 2aii(ei@e) + Y ((aig +big)(es @ e;) + (aiy — bij)(e; @e;)) = 0
i=1 i<j
Ceci implique que a;; = 0 pour tous 4,5 € {1,...,n}, i < j, et b; = 0 pour tous
i,7€{l,...,n}, i <j. Donc, B est libre. ]

Lemme 6.12. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire. Alors Sym*(V) et
Alt*(V) sont invariants par p ® p.

Démonstration. On commence par démontrer que 6 o (p ® p)(g) = (p ® p)(g) o 6 pour
tout g € G. Soit (v1,v2) € V x V. Alors

0)(v1 ®va) = (p @ p)(g)(v2 @ v1) = p(g)(va) @ p(g)(v1)

((p®p)(g) o
= 0(p(g)(v1) @ p(g)(v2)) = (00 (p @ p)(g))(v1 @ v2).

Pour g € G et u € Sym*(V) on a

(0o (p@p)(9)(u) =((p®p)(g)ob)(u) = (p®p)(g)(u),

donc (p ® p)(g)(u) € Sym*(V). D’ott Sym?(V) est invariant par p ® p. De méme, pour
g€ GetucAlt*(V)ona

(G0 (p@p)(9))(u) = ((p@p)(g)od)(u) = (p@p)(g)(—u) = =(p@p)(g)(u),
donc (p ® p)(g)(u) € Alt*(V). D’ott Alt*(V) est invariant par p ® p. O
Définition. Les sous-représentations p% = (p @ p)¥™* (") : G — GL(Sym*(V)) et p% =

(p @ p)A* (V) . G — GL(AIt*(V)) sont appelées carré symétrique et carré alterné de p,
respectivement.
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6.2 Théorie des caracteres

A partir de maintenant nous supposerons que K = C est le corps des nombres complexes.
Rappelons que G désigne un groupe fini et tous les espaces vectoriels considérés sont de
dimension finie, sauf mention du contraire.

Définition. Soit V un espace vectoriel complexe. Une forme hermitienne sur V' est une
application (|) : V x V — C vérifiant :

(a) (tyug + taus|v) = t1{uy|v) + taus|v) pour tous uy,us, v € Vet ty,t5 € C;
(b) (ultivy + tave) = t1(ulvy) + to(ulve) pour tous u, vy, vy € Vet ty,ty € C;

(c) (ulv) = (v,u)* pour tous u,v € V. (Si z = x + iy est un nombre complexe, nous
noterons indifféremment z* ou z le conjugué de z, x — iy.)

On dit que (| ) est une forme hermitienne définie positive (ou un produit scalaire compleze)
si, de plus,

(d) (ulu) > 0 pour tout u € V'\ {6)}

Définition. Soit (|) une forme hermitienne définie positive sur un espace vectoriel com-
plexe V. Le groupe unitaire de (| ), noté U(V, (|)), est le groupe formé des transformations
linéaires f : V — V vérifiant (f(u)|f(v)) = (u|v) pour tous u,v € V.

Proposition 6.14. Soient V' un espace vectoriel compleze et (|) une forme hermiti-
enne sur'V définie positive. Alors toute transformation f € U(V,(|)) est diagonalisable,
c’est-a-dire, pour tout f € U(V,(|)) il existe une base {ey,...,e,} de V et des scalaires
Ay Ay € C tels que f(e;) = N\ e; pour tout i € {1,...,n}.

Démonstration. Exercice. O]
Le résultat suivant se démontre de la méme facon que la proposition 6.6.

Proposition 6.15. Soient V un espace vectoriel compleze et p : G — GL(V) une
représentation linéaire. Il existe un produit scalaire complexe (|) sur V tel que l'image
de p soit incluse dans U(V, (])).

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 6.16. Soient V' un espace vectoriel compleze et p : G — GL(V) une
représentation linéaire. Alors p(g) est diagonalisable pour tout g € G.

Démonstration. Par la proposition 6.15, il existe un produit scalaire complexe (|) sur
V tel que p(g) soit inclus dans U(V, (|)). Par la proposition 6.14, on en conclue que p(g)
est diagonalisable. O]
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Définition. Soit p : G — GL(V') une représentation linéaire de G. Alors I'application

Xp: G — C
g — Tr(p(g))

s’appelle le caractére de la représentation p. Un caractére de G est un caractere d’une
représentation linéaire de G.

Proposition 6.17. Soit x le caractére d’une représentation p : G — GL(V') de rang n.
(1) x(le) =n.
(2) x(97") = x(g9)* pour tout g € G.
(3) x(hgh™) = x(g) pour tous h,g € G.

Démonstration. On a p(1g) = Idy et Tr(Idy) = n car V est de dimension n, donc
x(lg) = n.

Soit g € G. Comme G est fini, g est d’ordre fini, donc il existe un entier positif p tel
que g? = 1g. On a alors p(g)? = Idy. Si A est une valeur propre de p(g), alors AP est
une valeur propre de p(g)? = Id, donc \? = 1. Cette égalité implique que |[A\| = 1, donc
que A~! = \*. Par le corollaire 6.16, il existe une base {ey,...,e,} de V et des scalaires
Ay Ay € C tels que p(g)(e;) = Aje; pour tout @ € {1,...,n}. Alors

X@ =Y A=> N'=x(g").
=1 =1

Soient g, h € G. Alors
x(hgh™') = Tr(p(h) p(g) p(h)~") = Tr(p(g) p(h)~" p(h)) = Tr(p(g)) = x(9) -
O

Lemme 6.18. Soient Vi, Vs deuz espaces vectoriels, fi € L(V1) et fo € L(Vy). Alors
Tr(f1 @ f2) = Te(f1) + Te(fo) et Te(fr ® f2) = Te(f1) - Tr(fa).

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 6.19. Soient p; : G — GL(V}) et py : G — GL(V2) deux représentations
linéaires de G et x1, x2 les caractéres de py, pa, respectivement.

(1) Le caractére de py @ py : G — GL(V @ V) est x1 + xa-

(2) Le caractére de p1 @ py : G — GL(V; ® V3) est x1 - xa-
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Démonstration. Soit g € G. Alors

Xpaps(9) = Tr((p1 @ p2)(9)) = Tr(p1(9) & p2(9))
= Tr(p1(g)) + Tr(p2(9)) = (x1 + x2)(9) -
Xpropa(9) = Tr((p1 @ p2)(9)) = Tr(p1(9) ® pa2(9))
= Tr(pi(g)) - Tr(p2(g)) = (x1 - x2)(9) -

]

Proposition 6.20. Soient p : G — GL(V') une représentation linéaire de G et x son
caractére. Soient xs le caractére du carré symétrique et x a le caractere du carré alterné
de p. Pour tout g € G on a

1 1

xs(9) = 5(x(9)* +x(9°)), xalg) = 5(x(9)* = x(¢"))-

Remarque. Selon ces formules on a bien

XS+ XA =X = Xpop -

Démonstration. Soit g € G. Par le corollaire 6.16, il existe une base {ey,...,e,} de V
et des scalaires Ay, ..., A, € C tels que p(g)(e;) = A\; e; pour tout i € {1,...,n}. On a vu
dans la démonstration du lemme 6.11 que I’ensemble BS = {e;®ej+e;®e;1 <i<j<n}
est une base de Sym?*(V). On a

P5(9)(ei®@ej+e;@e) = (p@p)(g)(ei®e;+e;@e) = Ndj(ei @ej +e; @ e;)

pour tous i,j € {1,...,n}, 1 < j, dou

xs(g) = Tr(ps(g Z“\* ZZ“‘JF ZV

1<j i=1 j=1

(Z Ai ) (Z AJ) + %Z X = §x(9)2 + %X(QQ) :

l\DI»—t

On a vu aussi dans la démonstration du lemme 6.11 que ’ensemble By = {e;®ej—€e; ®
;1 <i < j <n} est une base de Alt*(V). On a

pa(g)ei®e;j—ej@e) = (p@p)(g)(ei®@ej —ej @ei) = Nidjle; @ej — ¢ @ ey)
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pour tous 4,7 € {1,...,n}, i < j, dou

(o) = THAWG) = A = 3 DD A — 5 3N

i<j i=1 j=1

(Z Az-) (Z Aj> - %Z X = %x(g)2 - %X(92) :

N —

O

Proposition 6.21 (Lemme de Schur). Soient p; : G — GL(V1), ps : G — GL(V3) deux
représentations linéaires simples de G et ¢ : Vi — V4 une application linéaire telle que

@ o pi(g) = p2(g) o ¢ pour tout g € G.
(1) Si n'est pas un isomorphisme, alors p = 0.

(2) Si Vi =V, et pp = pa, alors ¢ est une homothétie.

Remarque. Si ¢ est un isomorphisme linéaire dans la proposition 6.21 (1), alors p; et po
sont isomorphes.

Démonstration. On commence par démontrer (1). On suppose que ¢ # 0 et on
démontre que ¢ est un isomorphisme, c’est-a-dire que Kerp = {0} et Imp = V5.

Soit v € Ker ¢. Pour tout g € G on a

= =

0

p(p1(9)(v)) = p2(9)(p(v)) = p2(9)(0) = 0,

donc p;1(g)(v) € Ker¢. Ceci montre que Ker ¢ est invaggmt par p;. Comme p; est simple
et Kery # V] (car ¢ # 0), on en déduit que Kerp = {0 }.

Soit w € Im . 1l existe v € V; tel que w = p(v). Pour tout g € G on a

p2(g)(w) = p2(9)(¢(v)) = ¢(p1(9)(v)),

donc pa(g)(w) € Im . Ceci montre que Im ¢ est invariant par py. Comme py est simple
et Imp # {0} (car ¢ # 0), on en conclue que Im ¢ = V5.

Maintenant on suppose que V) = V5 et p; = py. Soient A une valeur propre de p et U C V3
I'espace des vecteurs porpres pour la valeur propre A. Remarquons que U # {0 }. Si
u € U, alors, pour tout g € G,

p(p1(g)(u) = p1(9)(p(u) = pr(g)(Au) = A pi(g)(u),

donc p1(g)(u) € U. Ceci montre que U est invariant par p;. comme p; est simple et
U# {0}, onen conclut que U = V;, donc que ¢ est 'homothétie de rapport A. ]
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Corollaire 6.22. Soient p; : G — GL(V}), po : G — GL(V3) deux représentations
linéaires simples de G et p : Vi — Vs une application linéaire. Posons

Z pa(g) opopi(g)™).
gEG
(1) Sipy et pa ne sont pas isomorphes, alors vy = 0.

(2) Si Vi =Vs et pp = pa alors o est ’homothétie de rapport %Tr(go), oun =dmVj.
Démonstration. Pour tout h € G on a

oo pi(h) = |G|sz 9) 0o pi(g~'h)) = pa(h) o <|G|Zp2h 'g)opop(g h)))

geG geq
= pa(h <\G| > (palg osoopl(gl))> = pa(h) o 0.
geG

Si p; et ps ne sont pas isomorphes alors, par ce qui précede et la proposition 6.21, ¢y = 0.
Supposons que V; = V5 et p; = po. De nouveau par ce qui précede et la proposition 6.21,
o est une homothétie. De plus

Z Tr(pi(g) oo pr(g)™") = Tr(p)
gEG
donc le rapport de ¢q est
1 1
“Tr(pg) = —Tr(p) .
L1 (go) = Tr(p)
[
On se donne deux représentations linéaires simples p : G — GL(V) et p' : G — GL(V).
On choisit des bases B = {ey,...,e,} et B = {e},... e/ } de V et V', respectivement,

et, pour tout g € G, on note A(g) = (ai;(9))1<ij<n la matrice de p(g) par rapport a la
base B et A'(g) = (a},,(9))1<ri1<m la matrice de p'(g) par rapport a B'.

Corollaire 6.23.

(1) Si p et p' ne sont pas isomorphes, alors, pour tous i,j € {1,...,n} et k,l €
{1,...,m},
> aiilg7") aj(g) =0.

geG

(2) Supposons que V=V' p=p' et B= B'. Pour tousi,j,k,l € {1,...,n},

Z“ ) aa(g) = Losii=letj=k
b ka 0 sinon

geG
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Démonstration. Soit ¢ : V' — V'’ une application linéaire quelconque. Notons M =
(x1;) la matrice de ¢ par rapport aux bases B et B'. Pour k € {1,...,m}etj € {1,...,n},
le (k, j)-eme coefficient de la matrice de p/(g) o p o p(g~') est

Zzam ) @i aii(97") -

=1 =1

Supposons que p et p’ ne sont pas isomorphes. Alors, par le corollaire 6.22, on a
YD ap(g)maiai(g™) =0.
geG I=1 i=1

Soient i,j € {1,...,n} et k,l € {1,...,m}. On choisit ¢ : V. — V' de sorte que z;; =1
et zp = 0si (I',7') # (1,4). Alors I'égalité précédente devient

Zakl 9)ai;(g7") =0.

geG

Supposons que V =V’ p=p et B= B’. Alors, par le corollaire 6.22, on a
1 n . .
oy a2t sik=
GO S w s = { §
gEGl 1 =1

Soient 7,7, k,l € {1,...,n}. On choisit ¢ : V. — V de sorte que x;; = 1 et zpy = 0 si
(I',1") # (1,1). Alors I’égalité précédente devient

1 . . .
1 ~ sik=jetl=1
Zakl 9) ;59 ){ 0 sinon

geG

[]

Définition. Soit C“ l'espace des applications (ensemblistes) de G dans C. Rappelons
que C% est muni d’une somme et d’une multiplication externe définis par

(a+B)(g) =alg) +B(g), (ta)(g) =talg),

pour tout ¢ € G. On observe que C® muni de ces deux opérations est un espace vectoriel
de dimension |G|. Soit (|) : C¥ x C¥ — C I'application définie par

ol8) = 7 et

geG

On vérifie facilement que (|) est une forme hermitienne définie positive.
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Remarque. Pour tout g € G on définit ¢, : G — C par

[ 1G] sih=yg
5g(h)_{0 sih#g

Alors {6,;9 € G} est une base orthonormée de CC.
Théoreme 6.24.
(1) Six estle caractére d’une représentation simple, alors (x|x) = 1.
(2) Six et x' sont les caractéres de deux représentations simples non isomorphes, alors

xlx') = 0.

Démonstration. Soient p : G — GL(V') une représentation simple et x son caractere.
Soient B = {ey,...,e,} une base de V et, pour tout g € G, A(g9) = (@i ;(9))1<ij<n 1a
matrice de p(g) dans la base B. Alors

(xIx) = Zx

gEG
|G| gEZGX (par la proposition 6.17)
T3 (z ) (S o)
gEG —
-y Z Z aii(g)a;i(g™")
i=1 j=1 gEG
1
=n-—=1 (par le corollaire 6.23)
n

Soient p: G — GL(V), p : G — GL(V’) deux représentations simples non isomorphes et
X, X’ leurs caracteres respectifs. Soient B = {ey,...,e,} une base de V, B' ={€},... e}
une base de V' et, pour g € G, A(g) = (ai;(9))1<ij<n la matrice de p(g) dans la base B
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et A'(g) = (a},(9))1<k1<m la matrice de p'(g) dans la base B’. Alors

= AT Z X'(9)x(g7h) (par la proposition 6.17)

=0 (par le corollaire 6.23)
0

Théoréeme 6.25. Soient p : G — GL(V) une représentation et ¢ son caractére. On écrit
p comme somme directe de représentations simples :

p=H1D- D,

et on note x; le caractere de p; pour tout i € {1,...,k}. Soient p : G — GL(W) une

représentation simple et x son caractére. Alors (¢|x) est le nombre de i € {1,... k} tels
que f; ™ .

Démonstration. Notons m le nombre de i € {1,... k} tels que p ~ p;. On a ¢ =
X1+ -+ x& par le corollaire 6.19, donc (¢|y) = m par Le théoréme 6.24. [

Définition. Si p: G — GL(V) est une représentation et m € N est un entier positif ou
nul, on définit m - p par récurrence sur m comme suit. 0 - p est la représentation triviale
G — GL({0}). Onpose 1-p=p. Sim >2,alorsm-p=(m—1)-pd p.

Corollaire 6.26. Soient p : G — GL(V) et p' : G — GL(V') deuz représentations
linéaires de G. On a p~ p' si et seulement si X, = X -

Démonstration. Supposons que p =~ p/. Soit ¢ : V' — V' un isomorphisme linéaire tel
que @ o p(g) = p'(g) o ¢ pour tout g € G. Alors, pour g € G,

X (9) = Tr(p'(9)) = Tr(p o plg) o) = Tr(p(g)) = x,(9) -

Supposons que X, = Xp. On considere une décomposition p ~ my - g @ --- O my, -
Ji, OU [i1, ..., i sond des représentations simples deux a deux non isomorphes. Par le
théoreme 6.25 on a (X, |Xu) = (XplXu) = mi pour tout ¢ € {1,...,k}. De plus, si p est
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une représentation isomorphe a aucun des p;, alors (x,|x.) = (X,/xu) = 0. Encore par
le théoreme 6.25, on en conclue que

plosmy - @ B my .
O

Corollaire 6.27. Soient p : G — GL(V) une représentation linéaire non triviale et x
son caractére. Alors (x|x) > 0. De plus, on a (x|x) =1 si et seulement si p est simple.

Démonstration. On considere une décomposition p ~ my -y & - -Smyg- fig, OU L, - . ., [k
sont des représentations simples deux a deux non isomorphes. Alors, par le théoreme 6.24,

k
(xIx) =>_mi>0.
=1

Il est clair que (x|x) = 1 si et seulement si k = 1 et m; = 1, c’est-a-dire si et seulement
si p est simple. O

Définition. Un caracteére simple de G est le caractere d’une représentation simple de G.
Corollaire 6.28. [l n’existe qu’un nombre fini de caracteres simples.

Démonstration. Notons § I'ensemble des caracteres simples de G. Par le théoreme 6.24,
S est une famille orthonormale de C“, donc est libre, donc est fini car C“ est de dimension

finie. m
Notation. A partir de maintenant les représentations simples seront notées pq, ..., fip,
leurs caracteres respectifs xi, ..., xn et leurs degrés respectifs nq, ..., n,. Rappelons que,

par la proposition 6.17, on a n; = x;(1g) pour tout i € {1,...,h}.

Notation. On note Rg : G — GL(C[G]) la représentation réguliere de G et r¢ : G — C
son caractere.

Proposition 6.29. Pour g € G on a

_J G| sig=1g
rG(g)_{ 0 sig#lg

Démonstration. Si g = 1¢ alors, par la proposition 6.17, r¢(g) = dim C[G] = |G|. Si
g # 1g, alors Rg(g)(h) = gh # h pour tout h € G, donc re(g) = Tr(Ra(g)) = 0. O

Corollaire 6.30.

(1) Rg=n1-p1 @ - @ np - up.
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(2) |Gl =ni+---+nj.
(3) Sige G\ {lg}, alors nix1(g) + -+ +npxn(g) = 0.

Démonstration. Pouri € {1,...,h} on a
(ralxi) = |Z i(9)" |G||G|nz— i
geG

Par le théoreme 6.25, on en déduit que
RG:nl'/M@"'@nh-ﬂh.
De cette égalité suit
|G| = deg(Rg) = my deg(u) + - - + ny deg(pn) = ni + -+ +nj .
On en déduit aussi que, pour g € G\ {1g},

0=ra(g) =nixilg) +- - +nnxalg)-
0
Définition. Une application a : G — C est dite centrale si a(hgh™) = a(g) pour

tous g,h € G. Remarquez que tout caracteére est une fonction centrale (voir la proposi-
tion 6.17).

Définition. Si o : G — C une fonction centrale et p : G — GL(V) une représentation
linéaire, on définit ¢, ,: V =V par

Pa,p(V Zoz Y(v), pourveV.

gEG
C’est une application linéaire.

Proposition 6.31. Soient o : G — C wune fonction centrale, p : G — GL(V) une
représentation simple, et x le caractére de p. Alors ¢, est une homothétie de rapport
L{alx), ot n est la dimension de V.

Démonstration. Pour tout ¢ € G on a

1(9) © pay o pu(g)™" = ( g > a(h ) o u(g)™!

heG

p(gh™'g™)

D>_alh
eG

> alghg™) p(gh™'g™)
eqG

Z
eG

1
1G] £
1
!_

= Pa,u
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Par la proposition 6.21 (Lemme de Schur) il s’en suit que ¢, , est une homothétie. De
plus,

Tt(Pa) Z =1 LS alg =3l LS al = {alx) .

gGG geqG geqG
donc le rapport de ¢, , est L{a|y). O
Théoréme 6.32. Soit H [’espace vectoriel des fonctions centrales. Alors x1,...,Xn €st

une base orthonormée de H.

Démonstration. On sait déja que B = {x1,..., xn} est une famille orthonormée de H.
Donc, pour démontrer que c’est une base, il suffit de montrer que B engendre H. Pour
cela, on se donne un o € H orthogonal a x; pour tout ¢ € {1,...,h} et on montre que
a=0.

L’application ¢, ,, est une homothétie de rapport 0 (Proposition 6.31) c’est-a-dire est
nulle pour tout i € {1,...,h}. De I'égalité

RG:nl.Ml@...@nh.Mh

on déduit
Pa,Rg = N1 * Payu, D B np - Pay, =0.
On applique ¢, g, a 1g € C|G] :

%

0 = $a,rs(lc) = Z (le) = & G|
gEG geqG

Comme {g7'; g € G} est une base de C[G] il s’en suit que a(g) = 0 pour tout g € G. [

Théoreme 6.33. le nombre de représentations simples de G est €gal au nombre de classes
de conjugaison de G.

Démonstration. Soient C,...,Cy les classes de conjugaison de G. Pour tout ¢ €
{1,...,k} on définit o; : G — C par

] 1 siged;
O‘l'(g)_{o sigéd C;

On montre facilement que {a;;1 <i < k} est une base de H, donc h =dimH = k. O
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