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Algèbre

Partiel

Question 1 :

(1) Soient V un espace vectoriel sur un corps K, U un sous-espace vectoriel de V et π : V →
V/U la projection canonique. On se donne une base B de U que l’on complète en une base
B̃ de V et on pose B′ = B̃ \ B. Montrer que π(B′) est une base de V/U .

(2) Soient V1, V2 deux espaces vectoriels sur K et U1, U2 des sous-espaces vectoriels de V1, V2,
respectivement. Pour v ∈ Vi, on notera v l’élément de Vi/Ui représenté par v. Montrer
qu’il existe une application linéaire ϕ : V1 ⊗ V2 → V1

U1
⊗ V2

U2
telle que ϕ(v1 ⊗ v2) = v1 ⊗ v2

pour tout (v1, v2) ∈ V1 × V2.

(3) Montrer que (U1 ⊗ V2) + (V1 ⊗ U2) est inclus dans le noyau de ϕ.

(4) Pour i = 1, 2 on se donne une base Bi de Ui que l’on complète en une vase B̃i de Vi et on pose
B′i = B̃i\Bi. Soient B̂1 = {e1⊗e2 | (e1, e2) ∈ B1×B̃2} et B̂2 = {e1⊗e2 | (e1, e2) ∈ B̃1×B2}.
Montrer que B̂1 ∪ B̂2 est une base de (U1 ⊗ V2) + (V1 ⊗ U2). En déduire une base de

V1⊗V2
(U1⊗V2)+(V1⊗U2)

.

(5) Soit ϕ̂ : V1⊗V2
(U1⊗V2)+(V1⊗U2)

→ V1
U1
⊗ V2

U2
l’application linéaire induite par ϕ. Montrer que ϕ̂ est

un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Question 2 : Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

(1) Montrer que l’application Tr : L(V ) = V ∗ ⊗ V → K définie par Tr(α ⊗ v) = α(v) est une
forme linéaire sur L(V ).

(2) Soient f, g ∈ L(V ). Montrer que Tr(f ◦ g) = Tr(g ◦ f).

(3) Soient B = {e1, . . . , en} une base de V , f ∈ L(V ) et M = (mi,j)1≤i,j≤n la matrice de f
dans la base B. Montrer que

Tr(f) =
n∑

i=1

mi,i .

(4) Soit T : L(V )→ K une forme linéaire vérifiant T (f ◦ g) = T (g ◦ f) pour tous f, g ∈ L(V ).
Montrer qu’il existe λ ∈ K tel que T = λTr.
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