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Chapter 1

Courbes planes

Vous aurez plus souvent �a trouver vous-mêmes une mani�ereanalytique de d�ecrire une courbe donn�ee
par un dessin qu'�a \tracer la courbe"...

Cependant commen�cons par inventorier di��erentes mani�e res de se donner des courbes planes.

�A partir d'une suite de points

Attention il faut connaitre, ou pouvoir reconstruire, l'or dre des points.
- un polygone.
- Splines (voir J-B. Caillau)

Courbes de B�ezier polynomiales
Le principe de leur construction repose sur la param�etrisation d'un segment �a AB �a l'aide de

coordonn�ees barycentriques.
Si l'on suppose que les poids� et � a�ect�es aux points A et B sont positifs, on peut sans perte de

g�en�eralit�e supposer que � + � = 1 et �ecrire m = �A + �B .
De même, un point M d'un triangle de sommets A; B; C a des coordonn�ees barycentriques� �

0; � � 0; 
 � 0; � + � + 
 1, et s'�ecrit m = �A + �B + 
C .
Lorsque les trois poids�; �; 
 sont des fonctions lisses d'une variablet, le point m(t) d�ecrit une

courbe.
En particulier, on peut, �etant donn�es deux points p1 et p2 et une direction en chaque point,D1

passant parp1 et D2 passant parp2, on peut chercher un troisi�eme point p3 et des poids� (t); � (t); 
 (t)
de sorte que le barycentre dep1; p2 et p3 a�ect�e de ces poids soit une courbe d'originep1, tangente
en p1 �a D1 et d'extr�emit�e p2 tangente en p2 �a D2. Supposons queD1 et D2 se coupent en un
point p3. Il existe alors une parabole satisfaisant ces conditions.Pour l'obtenir construisons d'abord
le barycentre � (t) = (1 � t)p1 + tp3 de p1 et p3 a�ect�es des points (1 � t) et t, 0 � t � 1, et
� (t) = (1 � t)p3 + tp2 de p3 et p2 a�ect�es des points (1 � t) et t. La parabole cherch�ee est la courbe
param�etr�ee m(t) = (1 � t)� (t) + t� (t) = (1 � t)2p1 + 2(1 � t)tp3 + t2p2.

Figure 1.1: Parabole de B�ezier

1.1 Param�etrisation

On se donne deux fonctions d'une variable r�eellet (vous pouvez penser \temps")

m(t) =
x = x(t)
y = y(t)

(1.1)
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6 CHAPTER 1. COURBES PLANES

1.1.1 Tangente

Lorsque le vecteur
.
m(t0) = d m

dt (t0) est non nul, il permet de construire la tangente �a la courbef m(t)g.
Un petit arc de la courbe f m(t); t 2 [t0 � h; t0 + h]g se projette orthogonalement de mani�ere bijective
sur la tangente D0 en m(t0) �a la courbe. De plus la distance dem(t0 + h) �a D0 est , pour h petit,
n�egligeable devant la distance dem(t0 + h) �a m(t0) (n�egligeable aussi devant la distance entre la
projection de m(t0 + h) sur D0 et m(t0)).

Si
.
m(t0) = 0 \tout" peut arriver; il peut même encore exister une dro ite tangente au point m(t0):

(x = t2; y = t3): (1.2)

1.2 �Equation

Proposition 1 - Les lignes de niveau d'une fonctionf F (x; y) = cg sont des courbes ayant une
tangente en chaque point sigrad(F ) 6= 0 en tout point o�u F (x; y) = c.
voir : th�eor�eme des fonctions implicites.

- Dans ce cas, l'�equation de la tangente en un point(x0; y0) 2 f F = 0 g est donn�ee parhgrad(F )j(x�
x0; y � y0)i = 0 .

- La valeur de la norme degrad(F ) permet de dire si localement les niveaux deF sont serr�es
(valeur grande) ou �ecart�es (valeur petite).

Aux points o�u grad(F ) = 0 \tout" peut arriver.
Exemples
- point isol�e :

F (x; y) = x2 + y2; x0 = 0 ; y0 = 0
- croisement transverse :

F (x; y) = x2 � y2; x0 = 0 ; y0 = 0
- point de rebroussement de premi�ere esp�ece :

F (x; y) = x3 � y2; x0 = 0 ; y0 = 0 (voir 1.2)
etc...
Remarque: On peut aussi obtenir une courbe comme enveloppe d'une famille �a 1 param�etre de
droites, voir appendice.

Figure 1.2: Une enveloppe

1.3 Longueur

Rappel Longueur d'une ligne polygonale.
- Longueur parcourue sur une courbe param�etr�ee de classeC1. Soit c : [0; T] ! R2 le param�etrage.
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T

Figure 1.3: Comment tourne le vecteur tangent

D�e�nition 2 la longueur parcourue sur un arc de courbe param�etr�e de classeC1: f m(t); t 2 [0; T]g
est: Z T

0
k
.
m(t)kdt

C'est la longueur de l'arc de courbe d�es que celui-ci n'a pastrop de points doubles (par exemple
aucun ou un nombre �ni).

On d�emontre que c'est la limite des longueurs des polygonesinscrits joignant les points c(t i ); c(t i )
lorsque le pas1 du partage c(0) = t0 < t 1 < �tn = c(T) tend vers z�ero.

1.3.1 Param�etrage par une longueur d'arc

Nous supposons ici que la courbeC est de classeC1

Posonss(t) =
Rt

0 j
.
m(t)jdt. Si, pour tout t,

.
m(t) 6= 0 l'application t 7! s(t) est un di��eomorphisme.

Notons le ' . L'application m � ' � 1 : [0; longueur(C)] 7! R2 a pour image la courbeC et a la propri�et�e

d'avoir en tout point un vecteur tangent T(s) = d(c� ' � 1 )
ds de norme 1. On dira dans ce dernier cas que

la courbe C param�etr�ee par s est param�etr�ee par la longueur de l'arc (d'origine m(0)).

1.4 Courbure

1.4.1 Vecteur tangent et courbure

Supposons maintenant que les courbes consid�er�ees sont donn�ees par des applications de classeC2 et
sont param�etr�ees par la longueur de l'arc s; on notera de nouveauc : [0; T] ! R2 la param�etrisation
de C, et T(s) =

.
c(s) le vecteur unitaire tangent �a la courbe en c(s) (le choix entre les deux vecteur

unitaires tangents possibles d�ecoule de la param�etrisation de la courbe ; bien sûr une param�etrisation
va avec un sens de parcours sur cette courbe etoriente cette courbe.

Supposons aussi, au moins dans un premier temps, que l'application c est injective.
Nous pouvons maintenant consid�erer l'application T : [0; T] ! S1 qui associe �a chaque valeur de

s, et ici puisque l'application c est injective, �a chaque point de la courbe, le vecteur tangent T(s).
Nous allons observer la vitesse �a laquelle tourne le vecteur T(s) lorsque le point c(s) se d�eplace sur la
courbe C.

Le plan euclidien R2 est orient�e. En chaque point c(s) de la courbe C choisissons un vecteur
normal unitaire N (s) = R �= 2(T(s)).

1 supi (t i +1 � ti )
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D�e�nition 3 La courbure k(s) de la courbeC en c(s) est d�e�nie par dT
ds = k(s) � N (s).

Remarquons que la courbure de la courbe planeC en un point est un nombre r�eel. Nous verrons que
l'on devra se contenter de d�e�nir une courbure qui est positive ou nulle lorsque la courbe est dansR3.

1.5 Ordre de contact

Commen�cons par comparer au voisinage de l'origine une courbe C donn�ee par une �equation de la
forme y = f (x); f (0) = 0 ; f 0(0) = 0 (elle passe par l'origine et a une tangente horizontale en l'origine)
et les droites a�nes du plan.

��
�

m mm

D

D

D

OOO xx

Figure 1.4: Ordre de contact d'une droite et d'une courbe

Une droite a�ne D peut (voir �gure 4.22) :

(1) ne pas passer par l'origine. La distance� entre un point de C voisin de l'origine et un point de
la droite est \de l'ordre de 1" c'est �a dire ne tend pas vers 0 quand le point sur la courbe tend
vers l'origine.

(2) passer par l'origine sans être tangent �a la courbe. La distance � d'un point de la courbe proche
de l'origine �a la droite est du même ordre que la distance dupoint �a l'origine (et aussi du même
ordre que la coordonn�eex du point et du même ordre que la longueur de l'arc de la courbe
joignant le point �a l'origine .

(3) passer par l'origine et être tangente �a la courbe (D est la tangente �a la courbe enO = (0 ; 0)). La
distance� entre m et la droite tangente D est n�egligeable par rapport �a jxj, et, si la courbe est le
graphe d'une fonction f de classeC2, de l'ordre de x2 en g�en�eral; cette distance peut cependant
être n�egligeable par rapport �a x2, par exemple si la courbeC traverse sa tangente en l'origine.

1.5.1 Cercles osculateurs

Nous supposons dans ce paragraphe que la courbeC est de classe au moinsC3, et est, au voisinage
de l'origine, le graphe d'une fonctionf satisfaisant f (0) = f 0(0) = 0.

Nous pouvons �ecrire un d�eveloppement de Taylor def au voisinage de 0 :

f (x) =
f "(0)

2
x2 + O(x3):

(rappelons queO(x3) d�esigne un terme de l'ordre de x3 ou �eventuellement n�egligeable devant x3)
Nous pouvons reprendre la discussion pr�ec�edente en rempla�cant les droites par des parboles ou des

cercles.
Lorsque le cercle ne passe pas par l'origine ou n'est pas tangent �a la courbe en l'origine, rien de

nouveau.
Il nous reste �a estimer la distance d'un point m de la courbe voisin de l'origine �a un cercle tangent

�a la courbe en l'origine.
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Figure 1.5: Faisceau de cercles tangents

Pour cela consid�erons tous les cercles tangents �a la courbe en l'origine. Ils forment un faisceau de
cercles tangents (voir �gure 1.5).

Pour estimer la distance du point m au cercle �R de rayon R et tangent �a la courbe C en l'origine
O, il su�t d'estimer la \distance verticale" entre m et � R .

Pour cela remarquons que l'�equation du cercle �R est (y� R)2+ x2 = R2, ou encorey2 � 2R�y+ x2 =
0. Nous savons que, au voisinage de l'origine, la coordonn�ee y d'un point de � R est de l'ordre dex2,
donc y2 est de l'ordre dex4.

Si nous souhaitons voir un arc de �R au voisinage de l'origine comme un graphe, le d�eveloppement
de Taylor en l'origine de cette �equation est de la forme :

y =
x2

2R
+ O(x4)

(rappelons queO(x4) d�esigne un terme de l'ordre de x4 ou �eventuellement n�egligeable devant x4).
La \distance verticale" entre le point x; f (x) et le cercle tangent centr�e au point (0; R) est donc la

di��erence

f (x) �
x2

2R
+ O(x4) = ( f "(0) � 2R)x2 + O(x3):

Pour tous les cercle du faisceau sauf un, la distance verticale est de l'ordre dex2. Le cercle excep-
tionnel pour lequel 1

2R = f "(0) (on admet R = 1 dans ce cas le cercle est la tangente (horizontale) �a
C) est appel�e cercle osculateur.
Remarque:

Les cercles osculateur �a un arc de courbe de classeC3 pour lequel la d�eriv�ee de la courbure a un
signe constant sont les uns dans les autres et \presque tangents (th�eor�eme de Kneser voir �gure 1.7).
Une d�emonstration utilise le fait que la courbe des centresde ces cercles est l'enveloppe des normales
�a la courbe.
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Figure 1.6: Famille de paraboles tangentes

Figure 1.7: Cercles osculateurs �a un arc de courbe
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m1

m2

F1

F2

Figure 1.8: Les cercles osculateurs �a un arc de courbe planede courbure monotone sont inclus les uns
dans les autres
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Chapter 2

Les droites du plan

2.1 Les droites passant par un point et les droites a�nes du
plan

Commen�cons par un peu de g�eom�etrie euclidienne du plan. Le groupeO(2) des isom�etries du plan
agit sur les points deR2 ; une isom�etrie transforme une droite en une droite ce qui implique que ce
groupe agit aussi sur l'ensemble des droites du plan. Nous allons maintenant expliciter l'ensemble des
droites du plan, puis montrer qu'il admet une mesure invariante par l'action des isom�etries.

Les droites orient�ees passant par l'origine deR2 forment un cercle, en e�et toute demi-droite
(une orientation d'une droite permet de choisir la demi-droite f points �a droite de l'origine g) et une
demi-droite coupe le cercle unit�e en exactement un point. Cette correspondance de�nit la topologie de
l'ensemble des droites orient�ees passant par l'origine. L'ensemble des droites non-orient�ees passant par
l'origine est le quatient de ce premier cercle par la relation x � � x. Nous notons cet ensembleG(2; 1),
et nous l'appelonsespace projectif r�eel de dimension un; on le note souvent aussiRP1. Nous avons
introduit ici la notation G(2; 1) en r�ef�erence �a Grassmann qui a le premier consid�er�e des espaces de
sous-espaces vectoriels de dimension donn�ee deRn . On peut voir l'espace projectif r�eel de dimension
un en identi�ant une droite (di��erente de l'axe des x) avec son intersection (di�erente de l'origine )
avec le cercle tangent en l'origine �a laxe desx de la �gure 2.1. Le groupe des isom�etries a�nes du

droites non orient�ees

droites orient�ees

Figure 2.1: Les droites orient�ees et les droites non orient�ees du plan

plan op�ere aussi sur l'ensembleA(2; 1) des droites a�nes.
Par un point m 2 ` passe une unique droite a�ne (non orient�ee) D(`; m) orthogonale �a ` en m.

13



14 CHAPTER 2. LES DROITES DU PLAN

Orienter ` (notation `+ ) nous permet de choisir un vecteur unitaireu sur `+ . Nous obtenons
ainsi un nombre r�eel t = t(`+ ; m) tel que m = t � u. La droite oient�ee `+ est d�etermin�ee par l'angle
� = ( Ox; ` + ). A partir de cette construction nous obtenons une orientation de la droite a�ne D(`; m)
en la consid�erant comme l'image de la droite orient�ee`+ par la rotation d'angle + �

2 autour du point
m; notons D + (`+ ; m) cette droite a�ne orient�ee.

L'application D + = D + (`+ ; m) 7! (�; t ) identi�e A + (2; 1), l'ensemble des droites a�nes orient�ees,
avec le cylindreS1 � R.

L'application qui permet �a un point du cylindre de faire cor respondre une droite a�ne orient�ee
est:

(�; t ) 7! t � ei� + R � i � ei� 2 C ' R2

Nous notonsD +
t la droite a�ne orient�ee ainsi construite. Nous venons d'ob server que l'ensembles

0

O

�

�

t

t

`+
�

D +
�;t

D +
�;t

Figure 2.2: Coordonn�ees sur l'ensemble des droites orient�ees

des droites a�nes orient�ees est un cylindre S1 � R.
L'ensembleA(2; 1) n'est pas simplement un cylindreS1 � R, c'est une autre surface, non-orientable

: une bande de M•obius. C'est la surface que l'on obtient en collant les deux largeurs d'un rectangle
apr�es un demi-tour.

Appelons � : A (2; 1) ! G(2; 1) l'application obtenue qui �a une droite a�ne associe la dr oite
vectorielle orthogonale. Des topologues diraient que� : A (2; 1) ! G(2; 1) est une �bration ou que
A(2; 1) est un �br�e de baseG(2; 1) et de �bre R.

L'image inverse � � 1(`) est l'ensemble des droites a�nes perpendiculaires �a` en chacun de ses
points. Comme ensemble on peut l'identi�er �a la droite vectorielle `. Lorsque la droite ` tourne, on
peut suivre un point mt = t � u correspondant �a une droite a�ne D `;m orthogonal en m 2 ` �a ` ; il y
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a cependant un probl�eme apr�es que la droite a fait un demi-tour si t 6= 0. C'est pourquoi on obtient
l'ensembleA(2; 1) des droitezs a�nes �a partir du demi-cylindre [0 ; � ] � R en recollant la droite verticale
� � R apr�es l'avoir retourn�ee �a la droite 0 � R. En d'autre termes A(2; 1) = ([0 ; � ]� R)=(0; t) ' (�; � t).
L'ensemble des droites orient�ees est plus simple �a repr�esenter : c'est simplement le cylindreS1 � R.

La �gure suivante represente quelques droites a�nes orient�ees et le domaine correspondant de
A + (2; 1).
Remarque: Les droites a�nes orient�ees passant par le point m = ( a; b) correspondent �a l'ellipse
intersection du cylindre x2 + y2 = 1 avec le plan P d'�equation t = ax + by contenu dans l'espace
euclidien de dimension 3 (coordonn�ees (x; y; t )) o�u le cylindre a pour �equation x2 + y2 = 1. Les droites
a�nes orient�ees parall�eles �a une direction donn�ee corr espondent sur le cylindre aux points des deux
droites intersection du cylindre avec un plan vertical contenant l'origine (voir la �gure 2.6).

La preuve se lit sur la �gure (2.3) : on voit que t = huj(a; b)i . Le groupe des isom�etries a�nes

(a; b)

O

t

u

Figure 2.3: La \fonction support " t d'une droite a�ne passant par un point di��erent de l'origin e

Figure 2.4: Les points deA(2; 1) repr�esentant un ensemble de droites a�nes et les droitescorrespon-
dantes

laisse invariante la mesure de Lebesguejdxj 
 j dyj du plan.
Rappelons d'abord le r�esultat de Cavalieri : L'aire d'une domaine plan transform�e en glissant

chaque droite horizontal par une translation qui d�epend raisonnablement (C1 ou lin�eairement par
morceaux par exemple) de la tranche ne change pas (voir la �gure 2.5).

On peut aussi �enoncer et d�emontrer ce \principe" dans le cadre de la g�eom�etrie di��erentielle :

Proposition 4 Soit D un domaine plan et soit� un di��eomorphisme du plan de la forme �( x; y) =
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Figure 2.5: Le principe de Cavalieri

(x + f (y); y) o�u f est de classeC1. Alors l'image de D a la même aire queD.

La preuve d�ecoule directement du calcul de :

det(d�) = det
�

1 f 0

0 1

�
= 1 :

�A partir de la mesure angulaire jd� j sur le cercle unit�e et de la mesure de Lebesguejdtj sur les
droites D + , on obtient une mesurejd� j 
 j dtj sur le cylindre S1 � R, qui est, nous venons de le voir,
l'espace des droites a�nes orient�ees du plan.

Cette mesure est invariante par une rotation de centre l'origine du plan.
Elle est aussi invariante par les glissement verticaux (translation sur les verticales qui d�ependent

de � ), c'est �a dire par les di��eomorphisme de la forme : �( �; t ) = ( �; t + f (� )).
En particulier une translation (dans le plan) de vecteur v envoit la droite ( �; t ) sur la droite

(�; t + < e i� jv > ).
Cela montre qu'une translation du plan induit une transformation \de Cavalieri" du cylindre et

donc laisse invariante la mesurejd� j 
 j dtj.
Nous pouvons maintenant �enoncer deux propri�et�es de la mesure que nous venons de construire sur

l'ensemble des droites a�nes orient�ees :

Proposition 5 - La mesure d'un ensemble de droites est invariante par translation
- La mesure jd� j 
 j dtj est independente du choix de l'origine dans le plan.

As an exercise, let us represent on the cylinderS1 � R the oriented a�ne lines through the extremity
O0 of the vector v on the picture (2.6). We will call the family of lines through a point, or the family
of lines parallel to a given direction alinear pencil. The equation of a line of a linear pencil is a linear
combination of the equations of any two di�erent lines of the family.

The projection (forgetting the orientation) of A + on A de�nes the measure, still denotedjd� j 
j dtj,
on A + (2; 1). This projection also permits us to recognize thatA(2; 1) is the M•obius band obtained
from the rectangle [0; � ] � R identifying (0 ; t) with ( �; � t). The next picture shows the set of lines
corresponding to the small rectangle [� 1; � 2]:[t1; t2].

2.2 La formule de Cauchy-Crofton dans le plan

En 1832, dans une communication �a l'acad�emie des sciences, Cauchy remarque que la longueur d'une
courbe convexe ferm�ee (le bord d'un convexe born�e) est proportionnelle �a la moyenne des longueurs de
la projection du convexe sur toutes les droites qui passent par l'origine. Plus g�en�eralementn pour toute
courbe plane recti�able C, Cauchy d�e�nit la \longueur absolue" jm(C; `)j de la projection orthogonale
de C sur la droite `, comme la longueur de la projection compt�ee avec multiplicit�e (voir �gure 2.7).
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O

t

P

Figure 2.6: Droites orient�ees passant par l'origine et droites orient�ees passant par un autre point

Th�eoreme 6 Cauchy formula [Cau]

Z �= 2

� � 2
m(C; ` � )d� = 2 � (length of C )

Cauchy commence par d�emontrer la formule pour un segment, donc aussi pour un polygone, puis
approche une courbe recti�able pour une suite de polygones inscrits. La �gure (2.8) montre que,
quand C est un segment de longueurl, m(C; ` � ) = l � jcos�j; en int�egrant on obtient :

Z + �= 2

� �= 2)
m(C; ` � ) = 2 � l:

Entre la communication de Cauchy �a l'acad�emie des sciences en 1832 [Cau], au m�emoire de Crofton
(1868) [Cro], il aura falu 36 ans pour d�egager la notion de mesure sur l'ensemble des droites a�nes.

La version de Crofton du th�eor�eme de Cauchy's theorem est :

Th�eoreme 7 (Cauchy-Crofton)
La longueur d'une courbeC est la moiti�e de l'int�egrale sur l'ensemble des droites a� nes du nombre

de point d'intersection de la courbe avec les droites a�nes :
Z

A (2 ;1)
#( D \ C) =

1
2

� length of C
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11 23

Figure 2.7: Longueur de la projection compt�ee avec multiplicit�e

D�emonstration :
Supposons d'abord que la courbeC soit un polygone. soit � ` + la projection orthogonale de la

courbe C sur la droite `+ . a multiplicit�e d'un point m de l'image est #(( � ` + )� 1(m). En int�egrant sur
les �bres de A(2; 1) ! G(2; 1), on obtient exactement la formule de Cauchy.

Etant donn�ee une courbe, même recti�able, C, on ne peut pas toujours majorer le nombre #(D\ C).
On ne peut donc pas terminer la preuve de la formule de Cauchy par un passage �a la limite en
augmentant le nombre de sommets du polygone(on ne peut pas utiliser un th�eor�eme de la cvonvergence
domin�ee).

Let us suppose now that the curve is smooth enough (of classC1 is enough).
Consider the map

� : C � P1 ! A (2; 1)
(m; ` ) 7! D parallel to ` through m

Using at (m; ` ) a frame of unit vectors tangent to the factors C and P1, and at the point �( m; ` ) a
frame of two unit vectors, the �rst tangent to the �ber `, the second any transverse vector projecting
by the map � : A (2; 1) ! P1 onto a unit vector, the di�erential of � is:

�
cos� �

0 1

�

The angle � is the di�erence � = � � � (see �gure 2.9).

The measure onA(2; 1) is jd� j
 dm, therefore the absolute value of the jacobian of � is

�
�
�
�det

�
cos� �

0 1

� �
�
�
� =

j cos(� � � )j.
The coarea theorem (see appendix, section??) garantees equality:

Z

A (2 ;1)
#(� � 1(D))dD =

Z

C � P1

j jac� j (2.1)

Integrating the right term of 2.9 �rst on the P1 factor, we get

Z

A (2 ;1)
#( C \ �) =

Z

C

Z �= 2

� �= 2
j cos(� � � )jd�ds = 2 � (length of C )

2

Corollaire 8 Soient C1 et C2 deux courbes convexes ferm�ees, l'une �etant contenue dansle domaine
bord�ee par l'autre, dans ce cas la courbe int�erieure est laplus courte.
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ljcos�j

l

�

C

Figure 2.8: Mesure de l'ensemble des droites orthogonales �a une direction donn�ee qui rencontrent un
segment

Remarquons qu'Archim�ede connaissait d�ej�a ce r�esultat . De fait, lorsque Archim�ede calcule la
longueur d'un cercle, il admet comme postulat que, si deux arcs convexesC1 et C2 de même corde
sont dispos�es de sorte queC2 soit contenu dans le disque bord�e par la corde etC1, la longueur de
C1 est plus grande que la longueur deC2. On peut facilement prouver directement ce r�esultat si C2

est un polygone convexe ferm�e contenu dans le convexe de bord le polygone convexe ferm�eC1. (voir
�gure 2.10).
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�

xO
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C

Figure 2.9: D�emonstration de la formule de Cauchy-Crofton

Q1

Q2

Figure 2.10: Comparaison des longueurs de polygones convexes emboit�es



Chapter 3

Courbes de R3

Pour �eviter des notations lourdes, et pour pouvoir d�e�nir sans ambig•uit�e le vecteur tangentT(m) en
un point m, nous ne consid�ererons que des courbesC plong�ees.

3.1 Courbure et torsion

�u Nous avons d�e�ni la courbure k(m) 2 R d'une courbe plane en un point, en utilisant le choix d'un
vecteur normal qui d�epend de l'orientation du plan. Nous ne pouvons pas faire de même dans l'espace.
Cependant nous pouvons d�e�nir en chaque pointm 2 C une courbure positivek(m).

Comme nous pouvons retourner dans l'espace une courbe plane, en faisant pivoter son plan autour
d'un axe contenu dans ce plan, nous changeons ainsi l'orientation du plan et donc nous changerions
le signe de la courbure, si nous avions commis l'erreur d'en choisir un.

Une fois de plus nous allons utiliser une application �a valeurs dans la sph�ere unit�e. L'orientation
de la courbeC determine le choix du vecteur tangent unitaire T(m) en chaque point m 2 C. Cela
d�e�nit une application :

T : C ! S2

m 7! T(m):

La vitesse �a laquelle le vecteur tangent tourne , k(s) = j dT
ds j est la courbure deC. C'est donc le

quotient des longueurs in�nit�esimales d� sur T(C) et ds sur C: k = j d�
ds j, c'est �a dire la courbure de C

en m. La longueur d'arcs deT(C) � S2 remplace la variation de l'angle du vecteur tangent que nous
avons consid�er�e pour les courbes planes. L' angle entre deux vecteurs tangent proches est �equivalente
�a d� .

En un point m 2 C o�u la courbure est non nulle, on peut d�e�nir un rep�ere orth onorm�e : le rep�ere
de Frenet. Le premier vecteur de ce rep�ere estT(m) (ou T). Le second estN (m) = dT

ds (m)=j dT
ds (m)j

(comme plus haut, on pourra ommetre la r�ef�erence �a m). Le troisi�eme est B(m) = T(m) ^ N (m).
Toujours en un point m 2 C o�u la courbure est non nulle, les deux premiers vecteursT; N

de�nissent un plan P appel�e le plan osculateur �a C en m. Il m�erite ce nom car il est localement le
plan le plus pr�es e C. Si nous calculons la distance entre un pointc(s) 2 C et P , o�u s est la longueur
de l'arc orient�e de C d'origine m et d'extr�emit�e c(s), la distance d(c(s); P ) est au plus de l'ordre de
s3 (cela veut dire : 9A > 0; 9� tel que 8jsj < � d (c(s); P ) < A � s3).

Pour tous les autres plans, la distance d'un point de la courbe voisin dem �a ce plan sera de l'ordre
de 1 si le plan ne contient pasm, de l'ordre de s si le plan contient m mais n'est pas tangent �a C, et
de l'ordre de s2 si le plan est tangent �a C mais n'est pas osculateur. Cette discussion repose sur le
fait que la courbure deC en m n'est pas nulle.

On peut maintenant obtenir une matrice appel�ee matrice de Frenet , dont les colonnes sont les
coordonn�ees dans la base (T; N; B ) des vecteurs dT

ds , dN
ds et dB

ds .

21
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B

N

C

T

m

Figure 3.1: Le rep�ere de Frenet

Figure 3.2: Projection sur le plan (N,B)

Comme les vecteurs (T; N; B ) forment une base orthonorm�ee, la matrice de Frenet est anti-
sym�etrique. Traditionnellement, on l'�ecrit :

0

@
0 � k 0
k 0 �
0 � � 0

1

A

Le nombre � est appel�e torsion de la courbe enm. la valeur absoluej� j de la torsion mesure la
vitessej dB

ds j �a laquelle tourne le plan osculateur. Comme le vecteurB , la torsion ne peut être d�e�nie
qu'en un point o�u la courbure k est di��erente de z�ero.

3.1.1 Courbure de projections particuli�eres d'une courbe

Regardons maintenant une courbe de l'espace de di��erent point de vue su�samment loin de celle-ci
pour que nous puissions consid�erer que les formes que nous voyons sont des projections orthogonales
de cette courb sur des plans.

Consid�erons des projections orthogonales d'une courbeC de courbure non nullek en m 2 C sur
des plans particuliers contenant le pointm.

- Projection sur des plans contenant le vecteurT tangent �a C en m
Utilisons des coordonn�ees euclidiennes (x; y; z) dans le rep�ere de Frenet associ�e �a la courbe au

point m. Utilisons la coordonn�ee x pour param�etrer la courbe C au voisinage dem. Lorsque C est
assez lisse on peut �ecrire:y = ax2 + O(x3) z = O(x3). Choisissons des coordonn�ees euclidiennes
dans un plan contenantm et T : x; u = (cos �y + sin �z ), o�u � est l'angle que fait le plan P� avec le
plan osculateur deC en m.

La projection orthogonale C� de C sur P� est donn�ee par : u = cos�a � x2 + O(x3). Ceci montre
que, comme le coe�cient de x2, la courbure en m de la projection deC est is obtenue en multipliant
la courbure deC en m par cos� . En particulier, quand � = �= 2, la courbure enm de la projection de
C est nulle. En g�en�eral m est alors un point d'in
exion de la projection de C.

- Projection sur des plans contenant la normale principaleN en m. prenons des coordonn�ees
euclidiennes dans le planP� qui contient N et fait un angle � avec le plan osculateur enm �a C :
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(y; w = (cos � � x + sin � � z). Dans un voisinage dem, nous avons :x = w
cos � + O(w3). Ceci implique

que y = a � 1
(cos � )2 w2 + O(w3). Nous avons donc montr�e que la courbure de la projection orthogonale

C� de C sur P� est obtenue en multipliant la courbure deC en m par 1
(cos � )2 .

En g�en�eral (quand le d�eveloppement de z(x) commence avec un terme enx3) di��erent de z�ero, la
projection de la courbeC sur le plan engendr�e par les vecteursN et B admet un point de rebroussement
de premi�ere esp�ece. Cela est compatible avec le fait que lacourbure de C� en m tende vers l'in�ni
quand � tend vers �= 2.

3.2 Exercice

I H�elice circulaire

On appelera h�elice circulaire H la courbe param�etr�ee
x = cos �
y = sin �
z = �

1) Dessiner l'h�elice H.

Figure 3.3: H�elice

2) Montrer que sa courbure est constante.
Solution sans calculs: La �gure est invariante par une famille �a 1 param�etre d'isom�etries: les vissages

compos�es d'une rotation d'axe Oz et d'angle � et d'une translation verticale de vecteur

0

@
x = 0
y = 0
z = �

1

A .

Sa courbure est donc constante.

On peut aussi calculer la courbure en un point. Notonsm(� ) =

0

@
x = cos �
y = sin �

z = �

1

A .

Le vecteur vitesseV(� ) est

V (� ) =

0

@
� sin �
cos�

1

1

A :

La norme deV (� ) est constante �egale �a
p

2; notons que cette norme est la vitessej ds
d� j �a laquelle le

point m(� ) se d�eplace sur l'h�elice (s est une longueur d'arc). Le vecteur unitaire tangent correspondant

au sens de parcours de la courbe estT(� ) = V (� )p
2

. La courbure de l'h�elice est:
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k
dT
ds

k = k
dt
d�

�
d�
ds

k = k
1
2

�

0

@
� cos�
� sin �
0

1

A k =
1
2

3) Calculer, puis dessiner la projection orthogonale de H sur le plan xOy et
la projection orthogonale de H sur le plan xOz.

Figure 3.4: projection de l'h�elice sur le plan horizontal et sur le plan vertical xoz

La projection de L'h�elice H sur le plan xOy est la courbe param�etr�ee :

x = cos �
y = sin �

c'est �a dire le cercle unit�e du plan xOy.
La projection de l'h�elice H sur le plan xOz est la courbe param�etr�ee :

�
x = cos �

z = �

�

c'est �a dire une sinuso•�de.
4) Montrer que les directions tangentes �a l'h�elice H sont toutes contenues
dans un cone de r�evolution que l'on d�eterminera.
(voir �gure 3.3). Nous avons calcul�e

T(� ) =
1

p
2

�

0

@
� sin �
cos�

1

1

A :

La norme de la composante sur le plan horizontal de (T � ) est �egale �a la norme de sa composante sur
l'axe vertical Oz. Ce vecteur est donc contenu dans le cone de r�evolution d'axe vertical Oz dont les
g�en�eratrices font un angle de �= 4 avec l'axe vertical Oz (ou un angle de�= 4 avec le plan horizontal

xOy). Ces vecteurs sont unitaires et contenu dans le demi-planz > 0 et le vecteur 1p
2

�
�

� sin �
cos�

�

d�ecrit un cercle de rayon 1p
2

dans le plan horizontal, les extr�emit�es des vecteurs unitaires tangents

forment donc un cercle rayon 1p
2

contenu dans le plan d'�equation z = 1p
2

centr�e au point

0

@
0
0
1p
2

1

A :

5) On consid�ere maintenant les plansP� contenant l'axe des x et faisant un angle � avec le plan
horizontal xOy, plus pr�ecis�ement a�n de ne pas avoir deux plans sym�etriq ues par rapport au plan
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xOz �a consid�erer, nous supposerons que la demi-droiteO� fait un angle 0 < � < �= 2 avec la demi-
droite Oy.

Montrer que pour toutes les valeurs � 2 [0; �= 2] sauf une que l'on appelera
� 0, la projection orthogonale de H sur P� est une application di��erentiable
dont la di��erentielle est partout de rang 1.

(Le r�esultat de la question pr�ec�edente peut être utile).
Pour que la projection orthogonale d'un vecteur sur un plan soit nulle il faut et il su�t que ce plan

soit orthogonal au vecteur. Le rang de la restriction �a l'h�elice de la projection orthogonale surP� est
�egal �a zero en un point o�u le vecteur T(� est orthogonal �a P� , ce rang est �egal �a 1 en un point m(� o�u
le vecteur T(� n'est pas orthogonal �a P� . Donc si aucun vecteur tangent �a l'h�elice n'est orthogonal au
plan P� , la projection de l'h�elice sur le plan sera une applicationdi��erentiable dont la di��erentielle
est partout de rang 1. La projection sera une courbe immerg�ee, c'est �a dire pourra avoir des points
doubles. Cependant tout arc assez petit deH se projette sur un arc r�egulier. C'est le cas lorsque�
n'est pas �egal �a � 0 = �= 4.

Si � = �= 4, le plan P�= 4 est orthogonal au vecteur

0

@
0

� 1
1

1

A = V(� ), donc aussi au vecteurT(� )

tangent �a l'h�elice H au point m(� ), ansi qu'�a tous les vecteurs tangents aux pointsm(� +2 k� ); k 2 Z.
6) Tracer les projections de H

- sur le plan P� 0

- sur un plan P� ; 0 < � < � 0

- sur un plan P� ; � 0 < � < �= 2

Figure 3.5: Trois projections de l'h�elice

Notons O� l'axe du plan P� orthogonal �a l'axe Ox.
La projection de l'h�elice H sur le plan P� est contenue dans la projection du cylindre d'axeOz

d'�equation x2 + y2 = 1 sur ce plan. Cette projection est la bande contenue entre les deux droites
d'�equation x = � 1 et x = +1.

II Torsion

1) Montrer que la torsion de l'h�elice H est constante.
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Solution sans calculs: La �gure est invariante par une famille �a 1 param�etre d'isom�etries: les vissages

compos�es d'une rotation d'axe Oz et d'angle � et d'une translation verticale de vecteur

0

@
x = 0
y = 0
z = �

1

A .

Sa torsion est donc constante.
2) On consid�ere en chaque point m de l'h�elice le vecteur binormal B (m).
Quelle est l'ensemble des vecteur B (m) � S2?

Le plan osculateur �a l'h�elice en m(� ) est engendr�e par les vecteursT(� ) et N (� ) o�u N (� ) =0

@
� cos�
� sin �

0

1

A . Tous les plans osculateurs font donc un angle�= 4 avec le plan horizontal. Les vecteurs

B(� ), orthogonaux aux plans osculateurs, font donc aussi un angle de �= 4 avec le plan horizontal et
sont donc contenus dans le même cône que les vecteurs tangents, et d�ecrivent le même cercle. De fait
on a B(� ) = T(� + � ). On en d�eduit donc que j� j = 1

2 , ce qui fournit une autre preuve du r�esultat de
la question (II.2).
3) En d�eduire, si possible sans calculs, la valeur de l'int� egrale de la torsion
sur une spire de l'h�elice, c'est �a dire l'int�egrale

R
C � (s)ds, o�u C est l'arc de

H image du segment [0; 2� [
(attention, � n'est pas une longueur d'arc).

L'int�egrale de torsion sur une spire de l'h�elice est la longueur du cercle de rayon1
2 d�ecrit par le

vecteur B(m(� )) pour O � � � 2� soit � , puisque
R

spire � (s)ds = longueur(f B (m(s))g) (s n'est pas
la longueur d'arc sur le cercle d�ecrit par B(m(s)), mais une longueur d'arc surH).

II H�elice discr�ete

On consid�ere maintenant le polygoneH dont les sommets sont les points
x = cos k�= 4
y = sin k�= 4
z = k�= 4

, o�u k 2 Z.

Figure 3.6: H�elice discr�ete

1) Montrer que trois cot�es successifs de H ne sont pas dans un même plan.
Il su�t d'observer que les quatre vecteurs directeurs unitaires des cot�es de l'h�elice se d�eduisent les

un des autres par des rotation d'axeOz et d'angle �= 2; ces quatre vecteur se trouvent sur un cône de
r�evolution d'axe Oz qui n'est pas aplati. Trois quelconques ne sont donc pas coplanaires.
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On peut aussi calculer le d�eterminant

det

0

@
� 1 0 1
1 � 2 1

�= 2 �= 2 �= 2

1

A

et v�eri�er qu'il n'est pas nul.
2) Comment pourrait-on d�e�nir une \torsion discr�ete" du p olygone H ?

Il su�rait de mesurer de quel angle tourne un vecteur unitair e normal aux plans engendr�es par
deux cot�es sucessifs de l'h�elice discr�ete.
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Chapter 4

Surfaces dans l'espace

Figure 4.1: Graphe

Figure 4.2: Sph�ere, cône et Cylindre

29
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Figure 4.3: Tore et cercles de Villarceau

Figure 4.4: Tores
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Figure 4.5: Tore dans du cristal
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Figure 4.6: Cyclide de Dupin
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Figure 4.7: Cyclide de Dupin singuli�ere

Figure 4.8: Tore �a deux et �a trois trous
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Figure 4.9: H�elico•�de et cateno•�de

Figure 4.10: Hyperbolo•�de et hyperbolo•�de d'Hadamard
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Figure 4.11: Parapluie de Whitney

Figure 4.12: La Surface de Boy et Apery
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Figure 4.13: Bande de Moebius
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Exemples
Commen�cons par une famille de surfaces lisses : les graphesde fonctions lisses (partout d�e�nies)

z = f (x; y). La projection orthogonale de la surface sur le plan horizontal est un di��eomorphisme.
Un param�etrage d'un tore de r�evolution d'axe Oz est :

x = ( a + r cos� ) cos� (4.1)

y = ( a + r cos� ) sin � (4.2)

z = r sin � (4.3)

Un param�etrage d'un h�elico•�de est :

x = cos � � t (4.4)

y = sin � � t (4.5)

z = � (4.6)

En chaque point la surface param�etr�ee x = x; y = y; z = f (x; y) admet un plan tangent engendr�e

par les vecteurs

0

@
1
0

@f=@x

1

A et

0

@
0
1

@f=@y

1

A .

Nous avons d�ej�a donn�e deux exemples de surfaces param�etr�ees qui ne sont pas des graphes : le tore
de r�evolution et l'h�elico•�de. On peut, en utilisant deux param�etres r�eels, esp�erer obtenir des surfaces
\raisonnables" �a partir de trois fonctions x(u; v), y(u; v) et z(u; v). Cependant, sans condition sur les

fonctions, rien ne garantit l'existence, au voisinage du point m(u; v) =

0

@
x(u; v)
y(u; v)
z(u; v)

1

A , l'existence d'un

petit morceau de surface qui puisse s'�ecrire localement, apr�es un choix convenable des coordonn�ees,
comme un graphe du type pr�ec�edent.

Proposition 9 Si les fonctions x(u; v), y(u; v) et z(u; v) sont lisses et que les deux vecteurs0

@
@x(u; v)=@u
@y(u; v)@u
@z(u; v)=@u

1

A engendrent un plan, il existe un voisinage de(u; v) 2 R2 tel dont l'image soit un

morceau de surface qui soit \un graphe au dessus de son plan tangent" c'est �a dire tel que la projection

orthogonale du morceau de surface sur son plan tangent en

0

@
@x(u; v)=@u
@y(u; v)@u
@z(u; v)=@u

1

A soit un di��eomorphisme

(du morceau de surface sur son image).

Ce n'est pas le cas de la surface param�etr�ee :
0

@
x(�; � ) = � cos�
y(u; v) = � sin �

z(�; � ) = �

1

A

cone de r�evolution d'axe Oz et de sommetO =

0

@
0
0
0

1

A ,

ni de la surface param�etr�ee : 0

@
x(u; v) = u
y(u; v) = uv
z(u; v) = v2

1

A
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au voisinage de (u; v) = (0 ; 0) (voir �gure 4.26).
On remarque que les intersections avec les plans horizontaux z = z0 > 0 sont form�ees de deux

droites dont l'angle est de plus en plus aig•u lorsquez0 tend vers 0.

4.0.1 Surfaces donn�ees par une �equation

Une sph�ere S dans R3 de rayon non nul R et de centre le point (a; b; c) est d�e�nie par l'�equation
f (x; y; z) = ( x � a)2 + ( y � b)2 + ( z � c)2 � R2; commedf p ne s'annule qu'au centrep = ( a; b; c) qui
n'est pas surS, c'est bien une surface lisse.

Le cônex2 + y2 � z2 = 0 est aussi une surface r�eguli�ere hors de l'origineO.
Parmi les quadriques d�e�nie par une �equation

ax2 + a0y2 + a00z2 + 2 bxy + 2 b0xz + 2 b00yz + cx + c0y + c00z + d = 0 ;

les seules qui ne sont pas des surfaces r�eguli�eres sont lescône, les r�eunion de deux plans et les plans
compt�es deux fois. Les autres ( parabolo•�des elliptiques, parabolo•�des hyperboliques, ellipsoides,
hyperbolo•�des �a une ou deux nappes, et les trois sortes de quadriques cylindriques) sont r�eguli�eres
(voir Figure 4.2).

�gure �a compl�eter
Surfaces de r�evolution

Faisons maintenant tourner une courbe r�eguli�ere � conten ue dans le demi-planf x > 0; y = 0 g.
Soit � � l'image de la courbe par une rotation d'axeOz d'angle � . Si g(x; z) = 0 est une equation de �,
la r�eunion S =

S
� � � est une surface r�eguli�ere d'�equation : f (x; y; z) = g(r; z ) = 0, o�u r =

p
x2 + y2.

La di��erentielle de f est :

df =
x
r

@g
@x

(r; z ) dx +
y
r

@g
@x

(r; z ) dy +
@g
@z

(r; z ) dz:

Elle est non nulle en tous les points de la surface d�e�nie parg(r; z ) = 0 ( r > 0), puisque les deux
d�eriv�ees partielles @g

@x et @g
@z ne peuvent être nulles simultan�ement sur la courbe r�eguli�ere �.

Un cas particulier important est le tore de revolution (voir Figures 4.5, 4.4) d�e�ni par g(r; z ) =
(r � a)2 + z2 � R2 (with 0 < R < a ). Son �equation :

� p
x2 + y2 � a

� 2
+ z2 � R2 = 0 peut être

r�e�ecrite :
(x2 + y2 + z2 + a2 + R2)2 = 4 a2(x2 + y2):

La v�eri�cation de la r�egularit�e du tore de r�evolution �a partir de cette �equation est un peu fastidieuse.

Somme connexe de surfaces compactes sans bord
�A partir de deux surfaces compactesS1 et S2, nous pouvons construire une nouvelle surface appel�ee

somme connexede ces deux surfaces, que nous allons d�ecrire sans entrer dans les d�etails.
Commen�cons par choisir un point p1 2 S1 et un point p2 2 S2. Nous pouvons bougerS2 par une

isom�etrie � de sorte que les deux point p1 et p2 soient les extr�emit�es d'un segment orthogonal aux
deux plan tangents Tp1 (S1) et Tp2 (�( S2)) (� est en particulier choisie de sorte que ces plans soient
parall�eles). On choisit de plus les points de sorte que les surfaces soient chacune enti�erement d'un cot�e
de leur plans tangents respectifs, ce qui permet de choisir l'isom�etrie � de sorte que la zone contenant
le segment ]p1; p2[ d�elimit�ee par ces deux plan tangents ne contienne aucun points des deux surfaces.
Notons S0

2 = �( S2).
Un �n cylindre de r�evolution d'axe [ p1; p2] coupe S1 en une courbec1, et S2 en c2. Ces deux

courbes sont presque des cercles si le cylindre est assez �n.D�ecoupons sur S1 le petit disque de bord
c1 et sur S2 le petit disque de bord c2, et rempla�cons les deux disques par la partie du �n cylindre
bord�ee par c1 et c2 (voir �gure 4.14).

Nous obtenons ainsi une surface anguleuse qu'il faut encorelisser, ce qui est fait �gure 4.15.
Pour obtenir un lissageC1 , il su�t d'utiliser la fonction e� 1=x 2

apr�es avoir remplac�e les tores de
r�evolution par des surfaces judicieusement aplaties l�a o�u il faudra coller le cylindre.
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Figure 4.14: Somme connexe

Figure 4.15: Sommes connexes

En r�ep�etant la somme connexe de tores de r�evolution on obtient une suite de surfaces appel�ees
surfacesde genreg, le nombre g 2 N� est le nombre de tores dont on a fait la somme connexe; par
convention le genre de la sph�ereS2 est z�ero. Remarquons aussi que la somme connexe avec une sph�ere
ne change pas la topologie d'une surface.

Une mani�ere de montrer que ces surfaces sont toutes di��erentes (�a di��eomorphisme pr�es) est
de d�e�nir la caract�eristique d'Euler, puis de d�emontrer que les surfaces de la famille ont des car-
act�eristiques d'Euler di��erentes.

4.0.2 Une d�e�nition

Nous venons de voir, qu'en gros unesurface de R3 est un ensembleS � R3 localement param�etr�e par
deux variables r�eelles (u; v) (appel�ees les coordon�ees locales deS pr�es du point p); cela veut dire que
pour chaque point m 2 S, il existe un ouvert U0 � R2 et un hom�eomorphisme deU0 sur un voisinage
V0 de p dans S (pour la topologie de S induite par celle de R3).

Une telle d�e�nition grossi�ere donne tr�es peu d'informat ion sur la mani�ere dont S est incluse dans
R3. De fait cela permet encore �a S d'être incluse d'une mani�ere tr�es sauvage dansR3, comme le
montre l'exemple de lasph�ere �a cornes d'Alexander .

Nous souhaitons que, pr�es de chaque pointm de S, une troisi�eme coordonn�ee soit su�sante pour
reconstruire un voisinage dem dans R3, de la même mani�ere queR3 est construit �a partir de R2
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identi��e �a R2 � f 0g. En d'autres termes, pr�es de m, un voisinage dem doit être topologiquement le
produit d'un intervalle de R par un voisinage du point m de S.

D�e�nition 10 Une surface (reguli�ere) de classeCk (k � 0) de R3 est un sous-ensembleS de R3 tel
que, pour chaquem 2 S, il existe un di��eomorphisme � de classeCk d'un voisinage ouvert U � R3

de l'origine O = (0 ; 0; 0) R3 sur un voisinage ouvertV de m 2 R3, qui envoie U \ R2 � f 0g sur V \ S.

Quand k = 0, un C0-di��eomorphisme is simplement un hom�eomorphisme. On obtient, en composant
� � 1 avec la projection deU sur l'axe desz, une application d'un voisinage dem 2 S sur un intervalle
I . Cela montre que la surface est d�e�nie localement par une �equation.

Bien sûr, on peut changer les dimensions de l'espace ambiant et de \l'objet". On obtient ainsi la
d�e�nition d'une sous-vari�et�e de dimension p de Rn .

Le graphe d'une fonction r�eelle f de classeCk d�e�nie sur un ouvert U � R2 est bien sûr une surface
r�eguli�ere de classe Ck . Cette situation est g�en�erale : il su�t de d�eplacer S pour que le plan tangent
au point qui nous int�eresse soit horizontal.
Remarque: Soit S une surface r�eguli�ere de classeCk . �Etant donn�e un point p 2 S, il existe une
isom�etrie a�ne � telle que �( p) = O = (0 ; 0; 0), et telle qu'il existe un voisinage W de O tel
que �( S) \ W est le graphe d'une fonction r�eelle f de classeCk d�e�nie sur un voisinage ouvert de
(0; 0) 2 R2.

C'est un exercice, il su�t de trouver l'isom�etrie qui envoi e la paire (m; plan tangent en m) sur
O; (xOy)

Les surfaces r�eguli�eres sont souvent d�e�nies par uneequation.

Th�eoreme 11 Soit f une fonction r�eelle de classeCk (k � 1) d�e�nie sur un ouvert U � R3, et
soit U0 le sous ensemble deU form�e des points p o�u la di��erentielle df p n'est pas nulle. L'ensemble
S = U0 \ f � 1(0) est alors une surface r�eguli�ere de classeCk .

D�emonstration : Encore une cons�equence directe du th�eor�eme d'inversionlocale. 2

4.0.3 Surfaces \abstraites"

T = R2=Z2

P2 = S2=(m ' � m)

4.1 Projection d'une surface sur une droite

4.2 Projection d'une surface sur un plan

�a faire

4.3 Coubures principales et courbure de Gauss d'une surface
en un point

Consid�erons d'abord un exemple cl�e : la surface d'�equation z = ax2 + by2 ; a 6= 0 ; b 6= 0 ; b < a.

Le vecteur

0

@
0
0
1

1

A est normal �a la surface en l'origine. L'intersection de notre surface avec les

plans verticaux, rep�er�es par les coordonn�ees �; z , faisant un angle � avec le plan vertical Ox; Oz a
pour �equation z = ( a cos2 � + bsin2 � )� 2 .
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�a compl�eter
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Figure 4.16:

4.4 �Equation locale d'une surface et sph�eres osculatrices

�Etudions maintenant la g�eom�etrie locale d'une surface au voisinage d'un point m en comparant la
surface �a toutes les sph�eres tangent enm �a la surface. Ce point de vue, apparement, ne donne qu'un
partie des r�esultats obtenus par Euler (il manque ce qui concerne les sections de la surface par des
plans passant parm ne contenant pas la normale enm).

Localement, au voisinage d'un pointm0, la surface admet l'�equation :

z = a � x2 + 2 b� xy + cy2 + termes d'ordre plus grand enx et eny

o�u les coordonn�ees sont les projections orthogonales surles vecteurse1; e2; e3 d'une base orthonorm�ee
dont les deux premiers vecteurs sont dans le plan tangentTm 0 M , et le troisi�eme normal �a la surface
en m0. Nous appeleronsx; y coordonn�ees horizontales etz coordonn�ee verticale.

En utilisant comme deux premiers vecteurse1 et e2 des vecteurs propres unitaires de la forme
quadratique a � x2 + 2 b� xy + cy2a � x2 + 2 b� xy + cy2, l'�equation pr�ec�edente se r�eduit �a :

z =
1
2

[k1 � x2 + k2 � y2] + termes de plus haut degr�e. (4.7)

Justi�ons maintenant la notation ki qui est celle utilis�ee pour les courbures principales.
Remarquons d'abord que l'�equation de la sph�ere SR de rayon R tangente en l'origine au plan

horizontal est (z � R)2 + y2 + x2 = R2. En observant que, pour x et y petits, z est de l'ordre de
x2 + y2 , nous obtenons :

z =
1
2

[
1
R

x2 +
1
R

y2] + termes d'ordre plus �elev�e (4.8)

La di��erence entre la coordonn�ee verticale z d'un point de la surface d'equation (4.7) et la coor-
donn�ee verticale zR d'un point proche de l'origine de la sph�ere SR d'�equation ( z � R)2 + y2 + x2 = R2

, situ�es au dessus du même point (x; y) du plan \horizontal" est :

z � zR =
1
2

[(k1 �
1
R

) � x2 + ( k2 �
1
R

) � y2)] + higher order terms:
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Figure 4.17: k1 = 4 ; k2 = 0 ; 5 Figure 4.18: k1 = 0 ; 5; k2 = � 4

Figure 4.19: k1 = 4 ; k2 = 0

La partie quadratique de cette di�erence est d�eg�en�er�ee quand le rayonR prend les valeursR = R1 = 1
k 1

ou R = R2 = 1
k 2

. Les deux sph�eres correspondantesS1 et S2 sont appel�ees spheres osculatricesen
l'origine de la surfaceM d'�equation (4.7).

On peut aussi reconnaitre g�eom�etriquement les sph�eres osculatrices parmi les ssp�eres du faisceau
de sph�eres tangentes en l'origine au paln horizontal. Les �equations de l'intersection des sph�eres
osculatrices avecM sont :

1
2

(k2 � k1) � y2) + termes d'ordre plus �elev�e = z � zR 1 = 0 ;

et
z =

1
2

(k1 � k2)x2 + termes d'ordre plus �elev�e z � zR 2 = 0 :

Quand la courbure k = 1
R de la sph�ere SR est comprise entrek1 et k2, l'intersection de la surface

et de la sph�ere SR est au voisinage de l'origine l'union de deux arcs qui se coupent tranversalement
en l'origine. L'�equation des tangentes en l'origine �a cesarcs est :

1
2

[(k1 �
1
R

) � x2 + ( k2 �
1
R

) � y2)] = 0 :
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Figure 4.20: Contact de type selle entre une sph�ere et la surface

Lorsquek =2 [k1; k2] l'intersection SR \ M au voisinage de l'origine est seulement un point : l'origine.
Les deux sph�eres restantes (quandk1 6= k2 ) sont les sph�eres osculatrices. G�en�eriquement, c'est �a

dire quand les termes d'ordre plus �elev�e que 2 de l'�equation :

1
2

[(k1 �
1
R

) � x2 + ( k2 �
1
R

) � y2)] + tremes d'ordre plus �el�ev�e = z � zR = 0 :

contiennent un terme enx3 , l'intersection a localement un point de rebroussement de premi�ere esp�ece
(cusp) tangent �a l'axe des x puisqu'il reste dans l'�equation pr�ec�edente :

(k2 �
1
R

) � y2) + ax3 ; a 6= 0

Pour obtenir n'importe quelle singularit�e, ajouter ce quevous voulez d'ordre 3 ou
plus �a l'�equation de la sph�ere) )

le terme \osculateur" n'a pas exactement le même sens que pour les courbes, en
e�et la sph�ere ne \colle" bien �a la surface que dans une direction, contrairement �a une
quadrique osculatrice qui \colle" �a la surface comme le cercle osculateur �a une courbe
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Figure 4.21: Contact de type centre entre une sph�ere et la surface

Contact de type selle Contact avec une sph�ere osculatrice Contact de type centre

Figure 4.22: Contacts possibles entre une sph�ere et une surface

Implicitement, en choisissant l'orientation de l'axe des z, on d�e�nit une orientation locale de la
surface. Le rep�ere deR3 que l'on obtient en compl�etant un rep�ere positif du plan ta ngent �a la surface
avec l'axe desz donne l'orientation de l'espace ambientR3.

Une sph�ere de rayon R a en tout point ses deux courbures principales �egales,k1 = k2 = 1
R ; un

point d'une surface o�u k1 = k2 est appel�e un ombilic. C'est le cas par exemple des points sur l'axe

desx de la quadrique d'�equation 1=2
x

2
+ y2 + z2 = 1.

4.5 L'application de Gauss

Changeons maintenant de point de vue, et consid�erons le vecteur unitaire normal N (m) qui est d�e�ni
continuement au moins au voisinage du pointm0 de la surface.

Cela d�e�nit une application 
 , appel�e application de Gauss, de la surface dans la sph�ere unit�eS2.

D�e�nition 12 Courbure de Gauss
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Figure 4.23: L'application de Gauss

- La courbure de Gauss en un pointm 2 M est le jacobienK (m) = det(d
 )(m) de l'application
de Gauss.

Proposition 13 - La courbure de Gauss deM en m est le produit des deux courbures principales.
K (m) = k1(m) � k2(m).

- Choisissons une �equation locale de la surfaceM dans un rep�ere orthonorm�e, x; y d�ecrivant le
plan tangent enm �a M et z la normale en m �a M .

z = 1
2 [k1 � x2 + k2 � y2 ] + termes d'ordre plus �elev�e (*)

Les directions propres de la di��erentielle d
 (m) sont aussi les direction propres de la partie quadra-
tique de z = f (x; y).

Cette courbure de Gauss a une autre propri�et�e importante : elle est intrins�eque , ce qui veut dire
que K (m) n'utilise qu'une petite partie de l'information contenue dans le germe du plongement au
point m. Elle ne d�epend que de la donn�ee de la m�etrique induite surM au voisinage dem comme un
petit insecte, une fourmi par exemple, pourrait la percevoir.

Nous serons un peu plus pr�ecis dans le cas poly�edrique.
D�emonstration : Le gradient de la fonction F (x; y; z) = z � f (x; y) est bien d�e�ni et est un multiple
positif du vecteur unitaire normal orient�e de la surface (au moins dans un voisinage dex). Nous
avons :

N (x) =
grad(F )

jgrad(F )j
= [1 =(1 + (

@f
@x

)2 + (
@f
@y

)2)1=2]

0

@

@f
@x
@f
@y
1

1

A

la matrice de d
 (m) est maintenant :

 
@2 f
@2 x

@2 f
@x@y

@2 f
@x@y

@2 f
@2 y

!

Cette derni�ere matrice est appel�ee hessiende f . En choisissant les coordonn�ees (x; y) de sorte que les
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axes soient les directions propres de la partie quadratiquede f , on obtient :

d
 (m) =
�

k1(m) 0
0 k2(m)

�

Ceci d�emontre les deux parties de la proposition. 2

4.6 Exercices

4.6.1 Une surface d�eveloppable

Soit C = f c(s)g; s 2 [0; 1] une courbe deR3, param�etr�ee par une longueur d'arc. On supposera de
plus que la courbure et la torsion de cette courbe sont partout non nulles. Notons T(s) =

.
c(s).

La surfaceS est l'union des tangentes �a la courbeC. Elle est param�etr�ee par

(s; t) 7! c(s) + t � T(s)

1) Montrer que les points deC sont des points singulier de la surface param�etr�ee.
2) Montrer que partout ailleurs, la courbure de Gauss de la surface est nulle. On montrera pour cela
que le plan tangent �a S le long de chacune des tangentes (sauf enc(s) o�u il n'est pas bien d�e�ni) est
constant; on reconnaitra un plan remarquable attach�e �a la courbe C.

4.6.2 H�elico•�de

x = u cosvy = u sinvz = v

Cette surface est unH�elico•�de (voir �gure 4.9). On notera celui-ci H .
1) Trouver l'intersection de la surface avec son plan tangent en un point de l'axe Oz.
2) Trouver l'image de l'axe Oz et de l'axe Ox par l'application de Gauss.
3) En orientant ces images, en d�eduire le signe de la courbure de Gauss de la surface en l'origine.
Peut-on en d�eduire le signe de la courbure de Gauss le long del'axe Oz.
4) Calculer la vitesse �a laquelle tourne le plan tangent �a H le long deOz et le long deOx. En d�eduire
la valeur de la courbure de Gauss en l'origine.
5) Montrer qu'en tout point de H le plan tangent coupeH en deux courbes dont l'une est une droite.
En d�eduire que la courbure de Gauss deH est partout n�egative.

4.7 Surfaces poly�edriques de R3

Using integral geometry, the proofs for a polyhedral Gauss-Bonnet theorem and a polyhedraltheorema
egregium are easier than the proof of the smooth equivalent, so we willstart this chapter by giving
Bancho�'s proof of both for polyhedral surfaces [Ban1].

First, let us de�ne a polyhedral surface of R3. The basic pieces are closed plane triangles. Any
triangle has three edges and three vertices in its boundary.Triangles, edges and vertices are called
simplices. A polyhedral surface is a union of triangles� i satisfying the following properties:

- The interiors of the � i are disjoint;
- The union of the � i is connected, and homeomorphic to a closed surface;
- The intersection of two triangles is a simplex.
As the triangles are the usual Euclidean triangles, given a vertex v 2 � we de�ne the segment

e(v; � ) as the image of the edge of� opposite to v by the homothety of center v and ratio 1=2.
COMMENT - I replaced "homotethy" with "homothety". Check th at this is what you meant.
The link of v is the union

L (v) =
[

e(v; � ); v 2 �:
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If q edges contain the vertexv, the planes containing an edge that containsv form q projective
lines in G(3,2) (see Section?? in the Appendix). Let us denote by C, (for critical) or C(v) the union
of the projective lines de�ned previously. Any plane through v not belonging to C cuts L (v) in a
�nite number of points. If all the triangles containing the v ertex v are in the same plane, for a plane
P 2 G(3; 2) n Cone has

#( L (v) \ P ) = 2 :

The number (L (v) \ P ) is always even. It is natural to measure how \nontrivial" th e planeP is
with respect to v by

� (v; P) = (1 =2):[2 � #( L (v) \ P )]:

4.7.1 Theorema egregium poly�edrique

We can now de�ne the extrinsic curvature of v as the integral:

k(v) =
Z

G(3 ;2)
� (v; P)dP

Intrinsically , that is inside the polyhedral surface M = [ � i , at each vertex we can compute the
intrinsic curvature k(v) as the di�erence of 2� with the sum of the angles in v of the triangles that
contain v:

k(v) = 2 � �
X

i

� (i; v ); v 2 f i :

The ambiguity between the two de�nitions we gave of k(v) disappears with the following theorem:

Th�eoreme 14 Theorema egregium (\remarkable theorem" in La tin) The intrinsic and the
extrinsic methods for computingk(v) both give the same result.

D�emonstration : Let us compute the measure of the planes that intersect one side e of L (v). In
G(3,2), the length of the arc formed by the planes throughv, intersecting e, and orthogonal to the
plane containing v and e is the angle� e of the triangle containing v and e at v.

The measure of the planes throughv that intersect e is then 2� e. In Figure 4.24 below, we depict
the corresponding set of oriented planes using their orthogonal unit vector visualized as a point in S2.

v

e

Figure 4.24: Plans orient�es coupante vu comme vecteurs unitaires deS2

Summing over all the edges ofL (v) we get
Z

G(3 ;2)
#( L (v) \ P ) = 2 �

X

e2L (v)

� e
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or Z

G(3 ;2)
� (v; P) = 2 � �

X
� e;

which is the relation we sought between the extrinsic integral
R

G(3 ;2) � (v; P) and the intrinsic defect
or excess of angle (compared to a point of the Euclidean 
at plane): 2� �

P
e2L (v) � e. 2

4.7.2 Th�eor�eme de Gauss-Bonnet poly�edrique

Let us denote the set of vertex ofM by V, the set of faces ofM by F , and the set of edges ofM by E.
We can now prove the polyhedral version of the Gauss-Bonnet theorem:

Th�eoreme 15 (Polyhedral Gauss-Bonnet theorem)
Let M be a polyhedral surface embedded (or immersed) inR3. Then its total curvature satis�es

the equation
X

v2V

k(v) = 2 � � � (M ):

D�emonstration : Every triangle (face of M ) has three edges, and, asM is a surface, every edge
belongs to two faces. Let us consider the setD of all pairs e 2 f of an edgee contained in a facef .

There is a natural map betweenD and the set F of all faces, and a map betweenD and the set E
of all edges.

D

(2) (3)

F E

Figure 4.25: Diagramme

By the �rst map, a face has three inverse images: the pairs formed by one edge of the face and the
face itself. By the second map, an edge has two inverse images: the pairs formed by the edge and one
of the two faces which contain it.

Therefore,

# D = 3 � # F = 2 � # E:

The sum
P

V k(v) is 2� # V minus the sum of all the angles of the faces ofM . It is then equal to
2# V � � � (# F ). Adding 0 = � [3 � # F � 2 � # E], we get

2� � (# F ) � 2� � (# E) + 2 � # V =
X

V

k(v):

The �rst term is 2 � � � (M ). 2
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4.7.3 Projections d'une surface poly�edrique sur les droit es

4.7.4 M�elange de courbure extrins�eque n�egative et de cou rbure extrins�eque
positive

There is one important di�erence between smooth and polyhedral surfaces ofR3: the notion of Morse
function does not make sense for polyhedral surfaces. A consequence of this fact will be discussed in
Section ??.

To understand how saddle-type behavior and maximum-type behavior can be mixed, we need to
construct a vertex v such that the incident triangles look like an umbrella. In th e example described
in Figure 4.26, the number of intersection points #(L \ P) can be either zero or greater than two on
an open set of the setG(3; 2) of planes through v.

v

Figure 4.26: Parapluie poly�edrique

C'est l'une des di��erences les plus importantes entre surface lisse et poly�edrique deR3.
Pour comprendre comment le comportement de \type selle" et celui de \type centre" peuvent être

m�elang�es, il nous faut construire un sommet v tel que les triangles de sommetv forment une sorte de
parapluie. Dans l'exemple construit �gure 4.26, le nombre #(L \ P) de points d'intersection du link
de v avec un plan passant parv est nul sur un ouvert de G(3; 2) et sup�erieur strictement �a 2 sur un
autre ouvert de G(3; 2).

Remarquons que la courburek(v) peut être negative, tandis que, du point de vue extrins�eque,
courbure n�egatives et positives se m�elangent. On a :

jk(v)j =

�
�
�
�
�

Z

G(3 ;2)
� (v; P)

�
�
�
�
�

<
Z

G(3 ;2)
j� (v; P)j:
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4.7.5 Aire et approximation poly�edrique (Lanterne V�enit ienne)

Nous allons montrer que la somme des aires des triangles d'une suite de triangulations de plus en plus
�nes d'une surface ne converge pas n�ecessairement vers l'aire de celle-ci.

Pour cela nous allons construire une suite de triangulations du cylindre S1 � [0; 1] � R3 dont l'aire
tend vers +1 , et dont pourtant les sommets sont sur le cylindre.

Consid�erons sur le segment [0; 1] la suite de points0; 1
N ; 2

N ; � � � ; 1.

Consid�erons maintenant, sur les cercles horizontaux de laforme S2k = S1 � 2k
N les points :

Pk = f (e
2�i`

n ;
2k
N

); ` = 0 ; � � � ng;

et sur les cercles horizontaux de la formeS2k+1 = S1 � 2k+1
N , les points :

P2k +1 = f (e
� +2 �i`

n ;
2k + 1

N
); ` = 0 ; � � � ng:

0n peut trianguler chaque bandeS1 � [p=N; (p + 1) =N] �a l'aide de 2n triangles de sommets soit
deux points cons�ecutifs (pour l'ordre cyclique) dePp, et un point de Pp+1 soit deux points cons�ecutifs
(pour l'ordre cyclique) de Pp+1 , et un point de Pp. On choisira le sommet (point isol�e sur l'un des
cerclesSp , ou Sp+1 ) du triangle pour que sa projection orthogonale sur sa base (cot�e form�e des deux
cot�es cons�ecutifs sur un cercleSp+1 , ou Sp) soit le milieu de la base.

Si n est �x�e, quand N ! + 1 , l'angle des plans contenant les triangles avec le plan horizontal
tend vers z�ero.

�=n

Figure 4.27: Un triangle limite

Tous les triangles de la triangulation ont la même aireA(N; n ). Quand, n �etant toujours �x�e,
N ! + 1 , l'aire d'un des triangles tends vers 2 sin�=n � cos�=n , l'aire du triangle dans le plan
horizontal de la �gure 4.27.

Le nombre total de triangles est (N � 1) � 2n et la somme � n;N des aires des triangles vaut donc
(N � 1) � 2n � A (N; n ). La limite

lim n ! + 1 (lim N ! + 1 � n;N )

est donc in�nie.
De plus, chaque surface poly�edrique obtenue �a l'aide d'une trianglulation est plate1, en e�et, la

somme des angles en chaque sommet int�erieur �a la triangulation est �egale �a 2 � (voir �gure 4.28).

1 localement isom�etrique au plan euclidien
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A1 A2

A3A4

B1
B2

s
� ��

��

Figure 4.28: Le Link du sommets

Figure 4.29: The distancesdI and dE on the sphereS2

Cependant, le link d'un sommets int�erieur �a la triangulation n'est pas une courbe plane pu isque
les points B1 et B2 sont derri�ere le plan A1A2A3A4. De plus, il existe un ensemble de mesure non
nulle de plans passant par le sommets qui ne rencontrent pas le link des, et un ensemble de plans
de mesure non nulle qui rencontrent le link en 4 points. C'estla situation du parapluie de la �gure
4.26, �a peine ferm�e.

4.8 M�etriques riemanniennes

Dans un espace m�etriqueE, on se donne une fonction surE � E : la distance entre deux points.
Lorsque cet espace m�etrique est un espace euclidienRn , la distance entre deux pointsm et m0

est aussi la longueur du plus court chemin joignantm �a m0. Soit maintenant M une sous-vari�et�e de
RN . On peut construire �a partir de la distance euclidienne dE de RN deux fonctions distance sur
M : dR (m; m0) = dE(m; m0), et dI (m; m0) la borne inf�erieure de la longueur des chemins trac�es sur
M joignant m �a m0. Pour savoir calculer la longueur de tous les chemins di��erentiables trac�es sur
M , il su�t de savoir calculer la norme de tous les vecteurs tangents �a ce chemin, ce qui est possible,
puisque chaque espace tangentTzM est muni d'une forme quadratique : la restriction de la m�etr ique
euclidienne deRN . Nous pouvons maintenant \oublier" que M est une sous-vari�et�e de RN , et tout
de même �etudier ses propri�et�es pour la m�etrique dI .

Remarquons que ces deux d�e�nitions ne co•�ncident pas, mais que l'on a :

lim m ! m 0
dI (m; m0)
dE(m; m0)

= 1

Il est maintenant naturel, lorsque M est une vari�et�e abstraite, de d�e�nir les formes quadrati ques
gz sur chaque espace tangentTzM . On supposera ici de plus que la forme quadratiquegz d�epend
continument de z 2 M . On note indi��erement g la forme quadratique ou la forme bilin�eaire associ�ee.

Pour comparer globalement ou localement deux vari�et�es riemanniennes, d�e�nissons.
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D�e�nition 16 Une isom�etrie entre deux vari�et�es riemanniennes M 1; g1 et M 2; g2 est un di��eomorphisme
� , tel que d� est une isom�etrie euclidienne entre chaque espace tangentTm M et T�( m ) M 2, soit tel
que :

8(m; v) 2 TM1; g2(d�( m)(v) = g1(v):

Il su�t de remplacer di��eomorphisme par di��eomorphisme l ocal pour d�e�nir une isom�etrie locale.

cartes locales ici ou plus tard?
Quand on a une param�etrisation locale de la surfaceM on note:
- E = g( @

@u;
@

@u)
- F = g( @

@u;
@

@v)
- G = g( @

@v;
@

@v)
Se donnerE , F , G permet de calculer avec une m�etrique riemannienne donn�eedans une carte.

Exemples
- Le tore plat T 2 = R2=Z2, o�u l'espace tangent en z 2 T 2 est muni de la m�etrique euclidienne de
Tzeta R2 o�u � 2 R2 est l'un des point qui se projette surz.

Le tore plat est localement isom�etrique �a l'espace euclidien R2. C'est d'ailleurs ce que veut dire
\plat".

- L'espace projectif RP2 = S2=(z � (� z) (même construction que pour le tore plat.

- Exercices .
- Montrer que les param�etrages suivants donnent une isom�etrie locale entre l'h�elico•�de et la cat�eno•�de.

La cat�enô�de est la surface de r�evolution, par rapport �a l'axe des x, engendr�ee par une chainette
(d'�equation y = a � Chx, on peut donc la param�etrer par :

- x = a coshv cosu
- y = a coshv sinu
- z = av
Un h�elico•�de est la surface engendr�e par une droite perpendiculaire �a un axe qui tourne �a vitesse

constante et dont le point d'intersection avec l'axe se d�eplace aussi sur cet axe �a vitesse constante
(que l'on peut supposer �egale �a 1); le pas est la distance parcourue sur l'axe lorsque la droite fait un
tour. Un h�elico•�de de pas a peut être param�etr�e par :

- x = a sinhv cosu
- y = a sinhv sinu
- z = au
Pour d�emonter qu'il existe une isom�etrie locale entre ces deux surfaces, il su�t de calculer les

coe�cients E , F , et G :
1) Cat�eno•�de

E = a2 cosh2 v sin2 u + a2 cosh2 v cos2 u = a2 cosh2 v
F = 0
G = a2(1 + sinh 2 v) = a2 cosh2 v

2) H�elico•�de
E = a2 cosh2 v sin2 u + a2 cosh2 v cos2 u = a2 cosh2 v
F = 0
G = a2 cosh2 v
On peut même trouver une famille �a un param�etre de surfaces minimales (�a suivre) toutes locale-

ment isom�etriques, entre la cat�eno•�de et l'h�elico•�de .
Surface d�eveloppable
Montrer que la surface form�ee par les tangentes �a une courbe de R3 est localement isom�etrique au
plan euclidien.

Soit c : [a; b] ! R3 une courbe di��erentiable (not�ee C) param�etr�ee par la longueur de l'arc
d'origine c(a) :s. La surface balay�ee par les tangentes est param�etr�ee par:
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(s; t) 7! c(s) + t � _c(s)

La m�etrique induite sur la surface (de la m�etrique euclidi enne deR3 est donn�ee, dans la carte (s; t),
par :

- E = j _c(s) + t � •c(s)j2

- F = < _c(s) + t � •c(s)j _c(s) >
- G = j _c(s)j2

Consid�erons maintenant la courbe plane � param�etr�ee par la longueur de l'arc d'origine 
 (a) :

 : [a; b] ! R2, dont la courbure en fonction de la longueur de l'arc est la même fonction que la
courbure deC en fonction de la longueur de l'arc surC. Nous savons que si la courburek(s) est nulle
part nulle, cette condition d�etermine la courbe plane.

Les tangentes �a � balayent une r�egion du plan (bord�ee par l 'arc � lorsque la courbure est partout
non nulle sur cet arc). Cette r�egion admet donc un param�etrage pour le quel il su�t de remplacer
c par 
 dans le param�etrage pr�ec�edent. Par construction (co•�n cidence des valeurs de la courbure en
fonction de s), le domaine plan et la surface sont localement isom�etriques, au moins hors des points
singuliers du param�etrage : la courbeC dans l'espace et la courbe � dans le plan.

4.8.1 g�eod�esiques



54 CHAPTER 4. SURFACES DANS L'ESPACE



Chapter 5

Appendice

5.1 Enveloppes de droites

We mentioned in the previous section the Gauss map
 . If we retain not only the normal (or tangent)
direction at a point m but the oriented a�ne tangent line we get a map C 7! A (2; 1). Conversely, to
a smooth one-parameter family of a�ne lines, corresponds ingeneral a curve, which is the envelope
of this family of lines. We can also consider equations of thelines D t of the family:

D t = f a(t)x + b(t)y + c(t) = 0 g where a(t); b(t); c(t)are smooth functions of t

. We can visualize the family as a curve � � A (2; 1). We can also chose an orientation of the linesD t ,
say as the boundary of the half-plane de�ned by the inequality a(t)x + b(t)y + c(t) > 0. The family
D t can then be seen as a curve~� � C yl of the cylinder (see �gure 2.1).

The lines D t and D t + h have an intersection in the plane if they are not parallel. When h goes to
zero this intersection point may have a limit m(t). Let us give a su�cient condition for the points
m(t) to exist, and belong to a curveC which admits the tangent D t at the point m(t).

Th�eoreme 17 Let D t be a smooth family of lines of equations

a(t)x + b(t)y + c(t) = 0; ( x; y) 2 R2:

If for all t 2 [�; � ], the determinant

det
�

a(t) b(t)
a0(t) b0(t)

�

is di�erent from zero, the family envolves a curve C, that is, the curve is the union of the points:
m(t) = D t \ D 0

t , where D 0
t is the a�ne line of equation a0(t)x + b0(t)y + c0(t) = 0 . Moreover if the

determinant

det

0

@
a(t) b(t) c(t)
a0(t) b0(t) c0(t)
a00(t) b00(t) c00(t)

1

A

is also di�erent from zero, the curve is smooth atm(t) and the tangent toC at m(t) is D t .

We will note D 00
t the line of equation a00(t)x + b00(t)y + c00(t) = 0.

D�emonstration : Let us �nd the intersection point of D t and D t + h . We need to solve the linear
system:

a(t)x + b(t)y + c(t) = 0
a(t + h)x + b(t + h)y + c(t + h) = 0

55
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A �rst order Taylor expansion of the second equation gives:

a(t)x + b(t)y + c(t) = 0
(a(t) + a0t)h + o(h))x + ( b(t) + b0(t)h + o(h))y + ( c(t) + c0(t)h + o(h)) = 0

This is equivalent to the system:
a(t)x + b(t)y + c(t) = 0
[a0(t)h + o(h)]x + [ b0(t)h + o(h)]y + [ c0(t)h + o(h)] = 0

If the determinant det
�

a(t) b(t)
a0(t) b0(t)

�
6= 0, the limit of the solution, when h goes to zero, is

the solution m(t) of the system:
a(t)x + b(t)y + c(t) = 0

a0(t)x + b0(t)y + c0(t) = 0
(5.1)

The condition det

0

@
a(t) b(t) c(t)
a0(t) b0(t) c0(t)
a00(t) b00(t) c00(t)

1

A 6= 0 guarantees that the three linesD; D 0 and D 00do

not belong to the same linear pencil. Letpt;h = D t \ D 0
t + h , mt;h = D t \ D t + h and qt;h = D 0

t \ D 0
t + h .

If the two lines D 0
t and D 00

t intersect at a point qt , that is if det
�

a0 b0

a00 b00

�
6= 0, we can see on the

picture a geometrical proof of the fact that D t is tangent to the envelope. As the pointmt;h tends to
mt , and as the angle betweenD t and D t + h is a O(h), the distance mt + h ; pt + h is a o(h). As qt;h tends
to qt which is di�erent from mt , the distancemt ; pt;h is of the order ofh, thus the distance mt + h ; pt + h

is negligeable with respect to the distancemt ; pt;h . This show that the limit of the line containing the
chord m(t); m(t + h) is D t ; see Figure 5.1 2

D0
t+ h

D0 = D0
t

D t+ h

D t \ D0
t+ h

D t = D

D00= D00
t

mt

mt+ h

Figure 5.1: Un arc d'enveloppe non d�eg�en�er�e

In the case where the conditionqt not at in�nity, the result is still true using a proof in the
projective plane. Linear pencils are in that sense \degenerate" envelopes.
Exercise Check that the tangents to an hyperbola and the two asymptotes do not satisfy the condi-
tions D t smooth and

det

0

@
a(t) b(t) c(t)
a0(t) b0(t) c0(t)
a00(t) b00(t) c00(t)

1

A 6= 0
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5.1.1 Enveloppe des normales �a une courbe plane

Notons T(m) = dm
ds le vecteur unitaire tangent �a la courbe C, o�u s est un param�etrage de C par

la longueur de l'arc m0m � C, N(m) le vecteur normal unitaire N (m) = R �= 2(T(m)), et k(m) la
courbure de la courbeC en m d�e�nie par dt

ds = k(m) � N (m).
Les droite D(m) ont une enveloppe dont les points sont obtenus en consid�erant l'intersection de

D(m) et de la droite D 0(m) obtenue en d�erivant l'�equation de D(m) par rapport au param�etre s.
L'�equation de la normale D(m) est D(m) h

��!
mM jT(m)i = 0. L'�equation de la droite d�eriv�ee est :

D 0(m) hT(m)jT(m)i + h
��!
mM jk(m) � N (m)i = 0 Remarquons que la droite D 0(m) est orthogonale �a

D(m) et coupe D(m) en un pointF (m) �a distance R(m) = 1
k (m ) de m, qui est le centre du cercle

osculateur �a la courbe enm.
Il reste �a v�eri�er que la famille D(m) v�eri�e aussi la condition garantissant que l'ensemble des

points F (m) forme une courbe ayant en chaque point comme tangente la droite D(m). Pour cela il
faut d�eriver une fois de plus et v�eri�er que la droite obten ue D 00(m) coupe les deux droitesD(m) et
D 0(m) en un point di��erent de F (m).
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