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On a a traiter actuellement des masses de données statistiques de plus en plus
importantes en ce qui concerne le nombre d’individus ou le nombre de
variables.

Les données peuvent arriver dans le temps et les modeles d’analyse évoluer
dans le temps.

L'utilisation d’algorithmes d’approximation stochastique permet de réaliser
séguentiellement des estimations, par exemple de parametres de modeles
de régression ou de facteurs d’analyse factorielle.

On présente dans cet exposé quelques algorithmes classiques adaptés a des
problemes d’analyse des données.
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(Y,,...,Y,,...) suite de variables aléatoires réelles observees :
pournz1,Y,=b 6+R_,

b, vecteur connu au temps n de dimension p,

6 vecteur inconnu de dimension p,

R, variable aléatoire réelle résiduelle telle que E[R ] = 0.

(Albert et Gardner, 1967)

X =X, —ab (b, X —Y,).

Dans certains modeles, 6 appartient a un convexe fermeé K de RP, par exemple :
. régression sous contrainte de positivité des coefficients ;
. régression ridge (||6]|,=c);
. régression LASSO (||6]|, = c).

Soit ['1 'opérateur de projection sur K.

X ., =M(X —ab (b’'X —Y)).



Soit un vecteur aléatoire réel Z de dim p défini sur un espace probabilisé (Q,.4,P).
On cherche a partitionner Q en r classes a partir des observations de Z.

Soit | 'indicatrice du ki*me élément d’une partition 17 de Q.

On cherche une partition = (€21, ..., Q) et un r-uplet de points (6%, ... , 6 qui
rendent minimale

E{ZL‘IMHZ -xkﬂ.

Si 6, ..., 6"sont connus, le minimum est atteint en prenant pourk =1, ..., q,
O ={w:|Z(w) - 64| = min; [|Z(w) - O] }

On cherche alors 64, ..., 6" qui rendent minimale la fonction

g(xl’.“,xr): g(x) = E[minkHZ _ kaZ} _ E{Z . (Z;X)HZ - XjHZ}

1 si HZ(a)) - ka < HZ(a)) - x!

0 sinon.

) =1.0r

avec 1,(Z(w);x)) :{



(64,...,0" est une solution du systeme d’équations :

STQK = 26[1,(Z;%) (x* - z)]= 0,k =1..r.

X K= Xk—akl(Z ;i X)(XKk=2Z) k=1, ..r

n

a < est une variable aléatoire réelle positive mesurable par rapport a la tribu du
passé engendrée par X, Z,, ..., Z ;.
Pour un choix particulier de a X, on retrouve I'algorithme des k-means de MacQueen
(1967) :
a, =1/ (1 +J,(n)), J(n) =card {j<n: I, (Z;; X)=1}.

Le critere de classification peut étre généralisé en remplagant dans la définition du
critere
||Z - XX||? par une mesure de dissimilarité D (Z ; x¥). La convergence presque
sdre du processus d'approximation stochastique correspondant vers I'ensemble
des points stationnaires de g est étudiée dans (Bouamaine, 1996).



Soit une matrice aléatoire A réelle carrée d’ordre p.
On suppose B= E[A] M-symétrique (M connue), semi-définie positive de valeurs
propres A; 24, 2 ... 2 A,

Soit (A,) un echantillon i.i.d. de A.

Soit le processus d’approximation stochastique (X)) (Benzécri, 1969) :

1 )
X =[1+=A |X,, 2<y<l.
n+1 ( nyAhj 6 y

(X,,) converge presque sirement en direction vers un vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre A,.

Benzecri demontre la convergence presque sdre en direction d’un processus du
méme type vers un vecteur propre associé a la ki¢me plus grande valeur propre, k =
2,3, ...,p, en faisant une orthogonalisation par rapport a la métrique M.

¢



En analyse factorielle, en général :
. la métrigue M est inconnue
. A n’est pas directement observable.
Par exemple :
A=M*(Z-E[Z])(Z - E[2]),
B = E[A] = M1 Covar [Z],
la métrique M déepend de la loi inconnue de Z.

Monnez (1994) et Bouamaine et Monnez (1997, 1998) etablissent la convergence
presque sdre en direction vers des vecteurs propres de B associés aux valeurs
propres rangees par ordre décroissant de processus du type

Y, =X +a, (B, -F,(X)I)X!, i=1..r,
(XegsrensXag) = 0rthy, (Vi)

. E|B, \Tn] 0P B, T, tribu du passé au temps n,
. F,, fonction aléatoire de RP dans R,
.M, OB M.



Ceci peut étre utilisé pour estimer séquentiellement par exemple
. des facteurs principaux
. des axes principaux
de différentes analyses factorielles :
. ACP, AFCM, ACG, AFM, AC, AFD, AFC,....

Nous allons en présenter quelques exemples.



On se place ici dans le cas ou I'on dispose d’une suite de vecteurs de données
Z,...,Z,.... arrivant séquentiellement dans le temps.

On suppose que z,,...,Z ... constituent un échantillon i.i.d. d’un vecteur
aléatoire Z défini sur un espace probablllse (Q,A,P).

On peut définir une ACP de ce vecteur aléatoire qui represente 'ACP effectuée sur la

population Q.
Soit 8 un résultat de I'ACP, par exemple une valeur propre, un facteur, un axe
principal. Le probleme est d’estimer 6.

Comme les données arrivent sequentlellement on peut effectuer une estimation
recursive de 6 en utilisant un processus d’approximation stochastique :

X, est une estimation a priori de 8 ou est choisi de facon aleatoire ;
disposant d’une estimation x, de 8 obtenue a partir des observations z,,...,z,_ ,,

on introduit 'observation z,
et on definit a partir de x, et z, une nouvelle estimation x,,, de 6:

n+1_f (Xn’ n)



On considere |e cas ou I'espérance mathématique de Z_varie dans
le temps.

On étudie le cas d’'un modele de variation linéaire.

On estime simultanément les parametres du modele linéaire et le
résultat de 'ACP par des processus d’approximation stochastique.



Soit un vecteur aléatoire Z dans RPr.
RP est muni d’'une métrique M.
L’ACP du vecteur aléatoire Z consiste a :

1) rechercher une combinaison linéaire des composantes centrées de Z,
f L'(Z-E[Z]), f ! appartenant au dual RP* de RP,

. de variance maximale
. sous la contrainte de normalisation f 'M-1f 1 =1 ;

2) rechercher une deuxieme combinaison linéaire des composantes centrées
de Z,

f 2(Z-E[Z)),
. hon correlee a la premiere,
. de variance maximale

. sous la contrainte f 2’M-1f 2 =1 ;

3) et ainsi de suite jusqu’a un rang r au plus égal a p.



La ieme combinaison linéaire est appelée le i¢me facteur ;

on appelle également i®™e facteur le vecteur f 'des coefficients de la
combinaison.

Soit
C=E[(Z-E(2)(Z-E(2) ]=E[ZZ"]-E[Z] E[Z']

la matrice de covariance de Z.
f I est vecteur propre M-1-unitaire de MC associé a la ie™e plus grande valeur

propre.

Si Z a un ensembile fini de N réalisations,
I’ACP de Z équivaut a 'ACP usuelle du tableau (N,p) des réalisations,
le poids de chaque réalisation étant défini par sa probabillité.



On suppose dans ce paragraphe que la matrice de covariance C et la métrique
M sont connues.

Lat _ < MCx, x > 1
a fonction F(X) = M
< X, X >I\/I 1
est maximale pour x = f 1 et minimale pour x = f° de gradient
oMt
G(x) = —_1(|v|c ~F(x)I) x
XM X

Pour determiner le premier facteur f 1, on peut utiliser un processus de gradient
(X,,) defini recursivement par

X =X +a(MC-FX )X, .



Pour déterminer les r premiers facteurs, on peut utiliser le processus (X,) suivant :

Yr'H_l—X' +an(|v|c F(X! )|j (i=12,...r),
X _,,=orth _

n+1 M 1(Yn+1)'

: % . : r
On obtient X = (Xn+1’ X+1) & partir de Yo=Y +1, Y1)
en faisant une orthogonalisation de Gram-Schmidt au sens de M-1,

En supposant les r plus grandes valeurs propres de MC distinctes,
alors, pouri=1,..., r, le processus (X,/) converge en direction vers f1,

en prenant la suite reelle (a,) telle que



On a une suite d'observations de dimension p, (Z,,...,.Z,,...) :
Z, =6 +R,,
. (R,...,R,,,...) échantillon i.i.d. d'un vecteur aléatoire R, E[R] = 0, Covar [R] = C.

M meétrique dans RP
Les facteurs de 'ACP de R sont vecteurs propres de
B=MC=M(E[Z,2,']-6.6,).

Lorsque 6, = 6: ACP de R = ACP de Z.
Soit, au temps n,

M, un estimateur de M et ©, un estimateur de &, fonctions de Z,,..., Z
et calculés recursivement.



Soit _ _
| |
< BnaXnp, Xn >
n n: . \n Mﬁl

: . i
Bn =Mn(ZnZn=©nBn"), Fn(Xp) = P
<X, Xp > 4
Mn

pour i =12,....r,
[ v _ i i
Yl =Xl +a,(B, -F,(X))1) X,
1 r _ ( 1 r )
(Xn+1""’xn+1) _OrthM _1 Yn+1""’Yn+1
n

Remarque. Si le calcul de M, nécessite trop de temps ou de mémoire, on peut étre
amené a définir un estimateur récursif de M-L.




(X)) converge p.s. vers fi,i=1,...,r, sous les hypothéses :
(1) R admet des moments d’ordre 4r
(2) sup, [16,]l <
(3) M_ T, —-mesurable; M _0OFF - M ;ianHMn -M| <= ps
1
(4) ©, T,-mesurable;®, -6, 08 - 0; ianH@n -0, < ps.
1

5) a, >(),Z.0:an :oo,iaﬁ < 00
1 1



1) Au pas n, on peut utiliser plusieurs observations an,...,ann de Z.
On définit alors :

1 1
By =Mp, m—kzlznkznk ©.0 |
1k =

2)  Au pas n, on peut utiliser toutes les observations de Z faites jusqu’a ce
pas.

On définit alors :

1n
By=M | = ¥ ZZ'-0 0 '|
nnI —1 N n

B, est un estimateur d’ordre n de B = MC.



(Z,,...,Z,) suite de vecteurs aléatoires dans RP observeés :

Z,=0+R_,
. (Ry,...,R,) échantillon i.i.d. de R, E[R] = 0, Covar [R] = C.

L’ensemble des composantes de Z est partitionné en g groupes de variables
aléatoires reelles
{z,...z%} k=1..q;m+..+m =p.
z¥=(z4,..2") va dans R™ k=1..q
Z = (Zl,...,Zq): vecteur " multiple’.

Reéaliser une ACP de Z dans laquelle les vecteurs aléatoires Z* aient un role
equilibre :

on veut éviter que les premiers facteurs soient principalement déterminés a partir
de certains Zk.



ACG de Z = ACP de Z dans RP muni de la métrique

e

()

Ck : matrice de covariance de Zk.

On peut utiliser au pas n la matrice de covariance empirique N_* calculée
récursivement a partir de Z,,...,Z, ;.




a) On peut utiliser au pas n l'inverse M _k de N_k que I'on peut calculer
récursivement.

b) Soit Z,x=((Z¥ 1), vecteur aléatoire (m,+1, 1),
J=( 0) matrice (m+1, m,).

kK \1
XK :[ E[(ZC:" '])(C")lj est la solution du systeme en X :

E[Z*Z)X]X-J=0.

Processus d’approximation stochastique de Xk dans I'ensemble des matrices (m,+1,
m,) :

Mllfn+1 = Mlkn —a, (le;ZlknlMlkn - ‘])-



En enlevant pour tout n la derniére ligne de M, X, on obtient un processus (M_¥)
qui converge presque sdrement vers (Ck)1,




Pourk=1,2,...,q:
On effectue 'ACP de Zkdans R™ muni d’'une métrique M X ;
AKX : plus grande valeur propre de B k=M kC k,

On effectue 'ACP de Z dans RP muni de la métrique
M 1
A

A

Par exemple :
M k' métrique de I'inverse des variances des composantes de Z k;

M_kmétrique de I'inverse des variances empiriques calculées récursivement a
i k k
partir de Z X,...,Z_*. 4



@k:iizk
n n_li:1 [

B =M1(zizy-00))

<Brll<vnk’vnk>( k|2

Fr(V) = i)
xGm

VE =V5 +a, (BE - FA VA VE.

n+1 n n

n-1
WK = Mr'f(ilZZi"Zi"'—@ﬁ@ﬁ'j, estimateur de B
n—-1%

n

WLV Vi D

AK = n
ARA >(M <

n




Hypotheses (1) et (5) du cas général et

(3") Pour k =1,...,: M} T, —mesurable, My O BF -~ M*, > a,
1

(5')2% <o,

M -M*|<w ps



On a une suite d'observations (Z,...,Z,...) :
. E[Zn] = 6 dépend de n,

. les vecteurs R_=Z_-E[Z ] constituent un echantillon i.i.d. d’'un vecteur aléatoire
R de matrice de covariance C.

ACP patrtielle de Z = ACP de R
Les facteurs de 'ACP de R sont vecteurs propres de MC.

Soit 9% ,...,an les composantes de 8 = E[Z_]. On suppose que pour tout k,

oK :(uﬁ)'ﬂk,ﬁk Rk ukork

Bk est un vecteur inconnu et U _k un vecteur connu au temps n a g, composantes.



zX :(Urf)ﬁk +Rr‘:,k:1,...,p.

U K peut étre :
. un vecteur de fonctions connues du temps,
. un vecteur de valeurs de variables explicatives.

On utilise le processus d’approximation stochastique de type Robbins-Monro
(B, ) défini récursivement par

K _nk_. 1 kqikink -k
B, , =B -a UtU B -Z")



Pour tout k = 1,...,p, ce processus converge presque srement vers ¥ sous les
hypotheses

.sugHUfj

< 00,

Or, ON, 04, >0, On,,1 22),n, =1 n, <n,,, <N, +r,,

Amln(ZUTUTI)ZAk’ IkI {nkl""’nk,l+1_]}’

00y

: — 2
a,>0, > min, a =w, Y a’<w,
1 1



On définit un estimateur de 6.<: ©X =U X 'B,

etun estimateurde 6, = E[Z)]: © = (@ﬁ ,...,@p)'.

n

Soit, au temps n, M, un estimateur de M fonction de Z,,..., Z ;. Soit

< BnXh,Xh >

M =1

n

: . i
Bn = Mn(ZnZn=©nBn’), Fn(Xp) = ]
< Xn Xp >

On définit le processus d’approximation stochastique (X)) tel que :

pour i =12,....r,
i vy _ i i
Yl =X +a,(B, - F,(X})I) X,
1 r _ ( 1 r )
(Xn+1""’xn+1) —orthlvI IR \CYRETEE A

n

M =1

n



Le processus (X,) converge presque sirement en direction vers le i*Me facteur de
'ACP de R sous :

. les hypothéses énoncées relatives a (U ),
. les hypotheses énoncées relatives a (M),

=C ¢>0 Ll<g<1

M est la métrique diagonale de I'inverse des variances des composantes de R.

On définit le ki*me élément diagonal de M_, M X, estimateur au temps n de l'inverse
de la variance de RX, que I'on peut déterminer récursivement, par :

1 1 =Yk k2
— z.—e.J.
: n—1jzj i




(Z,,...,Z,,...) suite de vecteurs aleatoires reels de dimension p :
zZ =Z3...2P);Zx=06Kk+RK=(UNB<+R5k=1,..,p

Rn - (Rnl""’Rnp)
(Ry,...,R,,...) échantillon i.i.d. de R, v.a. de dim p, E[R] = 0, Covar [R] = C

R = (RY,...,R9), Rk vecteur aléatoire de dimension m,,
E[RK] = 0, Covar [RX] = CKk,

ACP de R avec la métrique
)

M =

(o

Les facteurs f sont vecteurs propres de MC.

Les vecteurs u '= M- i, vecteurs unitaires des axes principaux, deux a deux M-
orthogonaux, sont vecteurs propres de CM = ( E[ZZ']-E[Z]E[Z’] ) M.



Ck=Covar [R] =Covar [ZK|=E[Z X (Z*—-E[ZX])']
(CY)1 est solution pour tout n de I'équation en A, E[Z ¥ (Z K- E[Z ) ]A =1

Ava = A -a,(zi(zr -y ) A - 1)

A,

Processus géneral avec B, = (Z,Z,'— 0,0,) M, .



14. EXTENSIONS

Modeéle linéaire généralisé

Z k=he((UKB)+R K, k=1,..,p.

Variation de la variance de Z ¥

Z k= (UK B+ 5 KkR K,
(6,92 = (V)oK k=1,...,p.



Soit un couple de vecteurs aléatoires réels (R,S), dm R =p,dim S = q.
ACP projetée de S par rapport a R = ACP de E[S|R].

E[SIR]=AR + D, A(p,q), D (q,1).

Alors : A = (Covar [R])1Covar [R,S]
SoitR;, =(R" 1), A, = (A’ D).
A, est la solution unique du systeme en X :
E[R,R; ] X=E[R,S’].
Soit ((R,,,S,))) un echantillon i.i.d. de (R,S) etR,, = (R, 1)’

Un processus d’approximation stochastique de A, est (A,,) :

Al,n+1 = Aln — a, (Rlann’Aln o I:anSn’ )
En enlevant pour tout n la derniere ligne de A, on obtient le processus (A,)
d’approximation stochastique de A.



On définit une métrique M dans Re.
Les facteurs de 'ACP de E[S|R] sont vecteurs propres de
B =M Covar [ E[R|S]] =M Covar [S,R]A= M (E[SR’]-E[S] E[R’]) A.

Soit (M,)) un estimateur de M.
Soit B, =M,(S,R,~S.; R)A.
On définit le processus (X)) = (X 1,...,X.") :

Y, =X +a (B, -F, (X)) X! ,i=1..r
(XEe X L) = 0rth L (YY)

M = (Covar [S])! : analyse canonigue des vecteurs aléatoires R et S.
B = (Covar [S])* Covar [S,R] A = FA.

On définit un processus (F,) d’approximation stochastique de F, semblable a (A,).
SoitB, = FA..
On définit le processus (X,) semblable au précedent.



Dans ce cas : E[S|R] = A'R
avec : A= (E[RR’])'Covar [R,S] =A,-UE[S'],
A, = (E[RR'])1E[RS], u=(11...1)".

Les facteurs de ’ACP projetée sont vecteurs propres de M Covar [S,R] A,.
On définit un processus (A,,) d’approximation stochastique de A, :
A2,n+1 = A2n — a, (Ran’AZn o RnSn’)'

Soit B, =M, (S,R,"~S; Ry} Ay
On définit un processus (X)) d’approximation stochastique des facteurs
semblable au préecedent.

. M = (Covar [S])! : analyse factorielle discriminante.

. Les composantes de S sont les indicatrices des modalités exclusives d’'une
variable aléatoire nominale ; M = (E[SS’ ])1 : analyse factorielle des
correspondances.

On peut définir dans ces deux cas un processus spécifique.
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