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Partie 1 : Les polynomes

1 Définitions et propriétés de base

Définition. Soit A un anneau commutatif. L’ensemble des polynomes (a une variable)
a coefficients dans A, noté A[X], est I'ensemble des applications f : N — A qui valent 0
sauf un un nombre fini d’éléments de N.

Définition. Soient a € A et n € N. On note a X" le polynéme

aX": N — A
ko {O 81k:7én
a sik=mn

On observe que tout polynéme f € A[X] s’écrit sous la forme
f=aX’+a X+ +a, X",

oun € Neta; €A pour tout i € {0,1,...,n}. Le terme a; s’appelle le i-éme coefficient

de f.

Définition. On définit la somme et la multiplication dans A[X] comme suit. Soient
f=>rgaX et g=37"b;X7. Alors

Sup(n,m) n+m
f+g= Z (a;i +b:;) X", f'Q—Z(Z ai+bj>Xk.

=0 k=0 \i+j=k

Proposition 1.1.

(1) A[X] muni de la somme et la multiplication est un anneau commutatif.

(2) L’application
A — A[X]
a — aX’

est un homomorphisme injectif.



Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient A un sous-anneau d'un anneau B et f = > ja; X' € A[X].
L’application polynomiale a valeurs dans B associée a f est 'application

fB . B — B
b — E:-L:O a; b
Définition. Soient A un sous-anneau d’un anneau B et b € B. L’application

evg: A[X] — B
fo= fs(b)

s’appelle [’homomorphisme d’évaluation. C’est un homomorphisme (comme son nom
l'indique). L’image de evg se note A[b]. C’est le sous-anneau de B engendré par AU {b}.
On dit que b est transcendant sur A si evg est injectif.

Exemple 1. /2 n'est pas transcendant sur Z car, si f = X2 — 2, alors f(v/2) = 0.
L’anneau Z[v/2] est formé des nombres de la forme av/2 + b avec a,b € Z (exercice).

Exemple 2. Soit K un corps fini. Il existe un polynéome non nul sur K dont la fonction
polynomiale sur K est nulle.

Définition. Soient A un anneau commutatif et
f=a+au X+ - +a, X", a,#0,

un polynome non nul. Le nombre n s’appelle le degré de f et se note n = deg f. Le
coefficient a,, s’appelle le coefficient dominant et se note a,, = c¢d(f). Par convention, le
degré du polynome nul est —oo. Un polynome constant est un polynome de degré 0 ou
nul. Un polynome linéaire est un polynome de degré 1.

Définition. Soit A un anneau. Un élément a € A\ {0} est un diviseur de zéro s’il existe
be A\ {0} tel que ab= 0. On dit que A est intégre s'il n’a pas de diviseur de zéro.

Proposition 1.2. Soient A un anneau intégre et f,g € A[X]. Alors

deg(f + g) < max{deg f,degg}, deg(f-g)=degf +degg.

Démonstration. Exercice. O
Corollaire 1.3. Si A est intégre alors A[X] Uest aussi.

Démonstration. Exercice. L]



Théoréme 1.4 (Théoreme d’Euclide). Soient A un anneau commutatif et f,g € A[X]
tels que g # 0 et cd(g) est inversible dans A. Alors il existe des polynomes q,r € A[X]
uniques tels que

f=qg+r, degr<degg.

Définition. L’expression f = qg + r s’appelle la division de f par g, q est le quotient et
r le reste de la division.

Démonstration. Existence : Si f = 0, alors on pose ¢ =r = 0 et on a bien f =qg+7r
et degr = —o0o < degg. On peut donc supposer que f # 0.

On pose
f=aw+aX+-+a, X", g=by+bX+ -+ X",

ou a, # 0 et by # 0. En particulier, deg f = n, degg = d et b;l existe. On va démontrer
Iexistence de g et r par récurrence sur n.

Supposons que n = 0. Si d = 0, on pose ¢ = aghy" et 7 = 0, et on a bien f = qg + 7 et
degr = —o0o < 0 =degg. Sid > 0, on pose ¢ =0et r= f, et on abien f =qg+r et
degr =0 < d=degg.

On suppose que n > 0 plus I'’hypothese de récurrence. Sin < d on pose ¢ =0 et r = f,
et on a bien f =qg+7r et degr =n < d = degg. On peut donc supposer que n > d. Soit

fl = f - b(;laanidg'

On observe que deg f; < deg f. Par hypothese de récurrence, il existe ¢;,7 € A[X] tels
que fi = q1g+r et degr < degg. Soit

q=q +b;ta, X",
Alors
f=A+bla X" g=qg+r+b'a, X""g= (g + b a, X" g +r=q9+r,
et degr < degg.

Unicité : Observons d’abord que, si hy, ho sont deux polynomes non nuls et le coefficient
dominant de h; est inversible, alors

deg(hihe) = deg(h1) + -deg(hs) .

Supposons donnés ¢, go, 71,72 € A[X] tels que
f=qg+r =qg+ry, degri,degr, <degy.
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On a
(Q1—QQ)QZ7‘2—T1

donc
deg(q1 — q2) + deg g = deg(ry — 71) .

Par ailleurs
deg(ry — r1) < max{degry,degry} < degyg.

Ceci n’est possible que si g1 — ¢y = 0, c’est-a-~dire q; = ¢o. Il s’en suit aussi que r|y = ry. [

Définition. On dit qu'un anneau A est principal s’il est integre et si tout idéal de A est
monogéne (i.e. engendré par un seul élément).

Théoréme 1.5. Si K est un corps, alors K[ X] est un anneau principal.

Démonstration. On sait déja que K[X] est integre. Soit I un idéal non nul de K[X].
Posons

d=min{deg f | f eI\ {0}}.
Soit fo € I tel que deg fo = d. On va montrer que I = (fo).

Comme fy € I on a (fy) C I. Montrons que I C (fp). Soit f € I. Soit f = qfy +r
la division de f par fy. On ar = f — qfy € I. Par ailleurs degr < deg fy = d. Par la
minimalité de d, on en conclue que r = 0, donc f = qfy € (fo). ]

Définition. Soient A un anneau et a € A. On dit que a est une unité s’il existe b € A
tel que ab = 1. L’ensemble des unités de A est un groupe noté U(A). Un élément a € A
est irréductible si a & U(A) et, si a = ajay, alors a; € U(A) ou as € U(A). On dit que A
est factoriel si

(a) tout a € A\ {0} s’écrit sous la forme
a4 = UT1T """ Ty,
avec u € U(A) et xy,...,x, irréductibles ;

(b) si, pour a € A\ {0}, on a
a:uxlIQ...xp:Uy1y2...yq7

ouu,v € U(A) et x1,...,2p,y1,...,Y, sont irréductibles, alors p = ¢ et, & permuta-
tion pres,
T = W;Yi

ou w; € U(A) pour tout ¢ € {1,...,p}.



Théoreme 1.6. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. Exercice. ]
Corollaire 1.7. Si K est un corps, alors K[X] est un anneau factoriel.

Lemme 1.8. Soit A un anneau intégre. Alors U(A[X]) = U(A).

Démonstration. Exercice. ]

Définition. Soient A, B deux anneaux tels que A C B et f € A[X]. On dit que b € B
est une racine de f si fg(b) = 0.

Théoréme 1.9. Soient A un anneau intégre et f € A[X] un polyndme non nul de degré
d>0.

(1) f a au plus d racines.

(2) Siae€ A est une racine de f, alors (X — a) divise f.

Démonstration. Soit a une racine de f. Soit f = ¢(X — a) + r la division de f par
(X —a). On a degr < deg(X —a) = 1, donc 7 est un polyndme constant, c’est-a-dire
qu’il existe b € A tel que r =b. On a

d’ou f = ¢q(X —a). Donc, (X — a) divise f.

On démontre par récurrence sur deg f que f a au plus deg f racines. Si deg f = 0, alors
il existe b € A\ {0} tel que f =b. Sia € A, alors f(a) =b # 0, donc f n’a pas de racine.

Supposons que deg f > 0 plus I'hypothese de récurrence. Si f n’a pas de racine, alors le
nombre de racines est trivialement inférieur au degré de f. On peut donc supposer que f
a une racine, ag. Par ce qui précede, il existe g € A[X] tel que f = g(X —a). On a

deg f =degg + deg(X —a) =degg+1,
c’est-a-dire deg g = deg f — 1. Par ailleurs, si a est une racine de f différente de ay alors
0= f(a) =g(a)- (a—ao),

donc g(a) = 0 car A est integre et a — ag # 0. En d’autres termes, ’ensemble des racines
de f est la réunion de I’ensemble de racines de g avec {ag}. Comme, par hypothese de
récurrence, g a au plus deg g racines, on en conclue que f a au plus degg + 1 = deg f
racines. [



Corollaire 1.10. Soient A un anneau intégre, T C A une partie infinie, et f € A[X]| un
polynome tel que f(x) =0 pour tout x € T. Alors f = 0. O

Corollaire 1.11. Soient A un anneau intégre, T C A wune partie infinie, et f €
AlXy, ..., Xy, St f s’annule sur T™, alors f est nul.

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 1.12. Soient n € N, n > 1, A un anneau intégre infini, et F(A™, A) l'anneau
des applications de A™ dans A. Alors Uapplication ¢ : A[Xy,..., X, = F(A™, A), qui a
un polynome associe sa fonction polynomiale, est un homomorphisme injectif. O

Lemme 1.13. Soit G un groupe abélien fini. St G n’est pas cyclique, alors il existe un
sous-groupe H de G et un nombre premier p > 2 tel que H soit isomorphe  Z/pZ X 7] pZ.

Démonstration. Exercice. O]

Théoréme 1.14. Soient A un anneau intégre et G un sous-groupe fini de U(A). Alors
G est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de U(A). Supposons que G n’est pas cyclique.
Par le lemme 1.13 il existe un nombre premier p > 2 et un sous-groupe H de G tel que H
soit isomorphe & Z/pZ x Z/pZ. On observe que |H| = p? et tout élément a € H vérifie
aP? = 1, c’est-a~dire tout élément a € H est racine de f = X? —1. Or, par le théoreme 1.9,
f ne peut pas avoir plus de p racines, ce qui est contradictoire car |H| = p* > p. On en
conclue que G est cyclique. O

Corollaire 1.15. Soit K un corps fini. Alors K* est un groupe cyclique.

Définition. Soit K un corps. Soient x € K* et n € N, n > 2. On dit que x est une
racine n-eme de ['unité si 2™ = 1. On note p,(K) 'ensemble de toutes les racines n-emes
de l'unité et p(K) = U2, u, (K).

Lemme 1.16. Soit K un corps.
(1) u(K) est un sous-groupe de K*.

(2) pn(K) est un sous-groupe cyclique de K* d’ordre au plus n.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient K un corps et n € N, n > 2. Un générateur de pu,(K) s’appelle une
racine primitive n-eme de ['unité.

Définition. On dit qu'un corps K est algébriqguement clos si tout polynéme non constant
a coefficients dans K a une racine dans K.



Lemme 1.17. Soit K un corps algébriquement clos. Alors un polynome f € K[X] est
wrréductible si et seulement s’il est de degré 1.

Démonstration. Par le lemme 1.8 on a U(K[X]) = U(K) = K*, donc les polynomes
irréductibles sont de degré > 1 (il ne peuvent étre ni 0, ni des unités). Si f € K[X] est
de degré 1 et f = fi fo, alors

1 =deg f = deg fi +deg f5,

donc deg fi = 0 ou deg fo = 0, donc f; € K* = U(K[X]) ou f» € K*'U(K[X]). Ceci
montre que f est irréductible. Réciproquement, soit f € K[X] un polynéme irréductible.
Rappelons que, par ce qui précede, deg f > 1. Par définition, f admet une racine, a € K.
Par le théoreme 1.9, (X — a) divise f, donc, comme f est irréductible, f est de la forme
f=0b(X —a) avec b € U(K[X]) = K*. En particulier f est de degré 1. O

Corollaire 1.18. Soit K un corps algébriquement clos. Alors tout polynome non constant
f € K[X] de factorise sous la forme

f=c(X —a)™(X —ay)™ - (X —ag)™,

ol ay,...,aq sont les racines de f, m; > 1 pour tout i € {1,...,d} et my+---+mg =

deg f. O
Définition. Soient A un anneau commutatif et

f=a+a X+ +a, X" € A[X].
Le polynome dérivé de f est

f':al—i—ZagX—i—-'-%—nanX"’l.

Lemme 1.19. Soient f,g € A[X] et a € A. Alors

(f+9)'=f+d, (fo))=f-9+f-9, (af)=af".

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient K un corps, f € K[X] un polynome non constant, et a € K une racine
de f. On peut écrire f sous la forme

f=9(X=a)"

ou g € K[X] est tel que g(a) # 0, et m > 1. Le nombre m s’appelle la multiplicité de la
racine a. Si m > 2, on dit que a est une racine multiple.
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Proposition 1.20. Soient K un corps, f € K[X] un polynéme non constant, et a € K
une racine de f. Alors a est racine multiple si et seulement si f'(a) = 0.

Démonstration. On écrit f sous la forme f = g(X — a)™ ou g € K[X] est tel que
g(a) # 0, et m > 1. Supposons que m = 1. Alors

ff=g9g+4d(X —a)
donc
f'(a)=g(a) + g (a)(a—a) =g(a) #0.
Supposons que m > 2. Alors
ff=mg(X —a)" '+ ¢(X —a)",

donc
f'(a) =mg(a)(a—a)" ' +g¢'(a)(a—a)" =0.
]

Définition. Soit K un corps. L’homomorphisme ¢ : Z — K défini par c¢(m) = m 1k
s’appelle I’homomorphisme caractéristique de K.

Lemme 1.21. Soient K un corps et ¢ : Z — K I’homomorphisme caractéristique de K.
Soit Ker ¢ = {0}, soit il existe un nombre premier p > 2 tel que Ker ¢ = pZ.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient K un corps et ¢ : Z — K I’homomorphisme caractéristique. On dit
que K est de caractéristique 0 si Kerc = {0} et on dit que K est de caractéristique p si
Kerc = pZ, ou p est un nombre premier.

Théoreme 1.22. Soit K un corps.

(1) K est de caractéristique 0 si et seulement s’il contient un sous-corps isomorphe a
Q.
(2) K est de caractéristique p si et seulement s’il contient un sous-corps isomorphe a

F, = Z/pZ.

Démonstration. Exercice. O

Lemme 1.23. Soient p un nombre premier, K un corps de caractéristique p, et a,b € K.
Alors
(a+bP =ad’+b, (ab)’ =dPb’.



Démonstration. L’égalité (ab)? = aPb? est évidente, donc on doit juste démontrer
(a+b)P = al + P,

Soit k € {1,...,p — 1}. Rappelons que

p!
Ch= __——
Pkl (p—k)!
Comme p ne divise aucun élément de {1,...,p — k}, p ne divise pas (p — k)!. De méme,
p ne divise pas k!. Comme p divise p!, on en déduit que p divise Cz’f. Il s’en suit que
Chlg = Ok,

donc

pour tout x € K. Finalement

p
(a+b)P => Cha"™*tF =a? + 1.

k=0
O]
Corollaire 1.24. Soit K un corps de caractéristique p > 2. Alors [’application
p: K —- K
xr = P
est un endomorphisme. [

Définition. L’endomorphisme du Corollaire 1.24 s’appelle [’endomorphisme de Froebe-
nwus.

Lemme 1.25.

(1) Soient K un corps et A un anneau. Alors tout homomorphisme K — A est injectif.

(2) Si K est un corps fini, alors tout endomorphisme K — K est un automorphisme.

Démonstration. Exercice. O

Corollaire 1.26. Soit K un corps de caractéristique p > 2. Alors l’endomorphisme de
Froebenius ¢ : K — K est injectif. C’est un automorphisme si K est fini. O

Corollaire 1.27. Soient K un corps de caractéristique p > 2 et a € K. Alors, pour tout
reN,

'

X — g = (X —a)? .

Exemple. Soit K un corps de caractéristique p > 2. Alors, pour r € N,
X —1=(X—-1)7.

En particulier, il existe une unique racine p"-éme de 'unité dans K : 1.



2 Polynomes a coefficients dans un anneau factoriel

Définition. Soit A un anneau integre. Un élément a € A est irréductible s’il n’est ni nul,
ni inversible, ni produit de deux éléments non inversibles. Il est premier s’il n’est ni nul
ni inversible et si, pour tout produit b1b, divisible par a, I'un des deux facteurs b; ou by
est divisible par a.

Lemme 2.1. Soient A un anneau integre et a € A.
(1) Sia est premier, alors a est irréductible.

(2) Supposons que A soit factoriel. Alors a est premier si et seulement s’il est irréduc-
tible.

Démonstration. Exercice. O

Théoreme 2.2. Soit A un anneau intégre. Il existe un corps K, unique a isomorphisme
pres, tel que

(a) A s’identifie a un sous-anneau de K ;

(b) Pour tout x € K il existe a € A\ {0} tel que ax € A.

Démonstration. Soit ~ la relation dans A x A\ {0} définie par
(a,b) ~ (a’, V) siabl = ad'b.

On vérifie facilement que ~ est une relation d’équivalence et on note K I’ensemble des
classes d’équivalence. Par ailleurs, la classe d'une paire (a,b) sera notée 7.

On définit une somme et une multiplication dans K par

ﬂ+%_a1b2+a2b1 ay Gy a10p
by by bib, by by bbby

a

! !
Montrons que ces opérations sont bien définies. Supposons que % = 71 et %22 = 22 Alors
by b, Vb, B

(albg + &le)bllbé = albllbgbé + szbéblb/l = a/lblbgb; + a'2b2b1b/1 = (a’lb'Q + a'zbll)ble ,

donc
albg + Cl2b1 a’lb’Q + a/Qb/l

bib, b,

De plus
aasbi by, = alalbiby ,
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donc .
VAV

Montrons que K muni de ces deux opération est un corps. On pose Og = % et 1x = %

(al &2> % a1b2b3 + agblbg + agblbg . ay X (ag i %) 7

b b)) Ty bibobs “o b Tl
ﬂ+%_a1b2+a2b1_% ay
by by bbby by by
ay _a11+051_(11
R Y R
aq —Qaq a1b1 — a1b1 0 0
-— = = —_ = — = O
R 72 Bl

donc (K, +) est un groupe abélien. De plus,

a; a2 a3 a1a2a3 a1 a2 a3
by by) by bbby by \by b3)
ay Qg a10a2 a2 aq

bl by biby by by
aq CL11 aq

TR T
aq bl albl 1 .
e | 0.
bl aq a1b1 1 K, Sha ?é

Finalement,
ap (ag 4 as\ _ ayasbs + ajasbs o ayasbibs + ajagbybe (1 n ar  as
by \by b3 ) b1b2bs B bibybs C\b by by b3)
Montrons que 'application
p: A - K
a — 7

a b al+bl a-+b
SO(G)JFSO(b):IﬂLI: T = 1 =p(a+b),
a b ab
SD(G)'SO(b)—I'I—T—SD(Gb),

1
W(l):I:1K7

donc ¢ est un homomorphisme. Soit a € Ker . Alors ¢
que ¢ est injectif.

11

2 = %, donc a = 0. Ceci montre



Soit z € K. Il existe (a,b) € A x A\ {0} tel que » = ¢. Alors

a _

b

br = %:aeA.

Soit F un corps tel que A soit un sous-anneau de F et, pour tout x € F, il existe a € A
tel que ax € A. Soit f: A x A\ {0} — F I'application définie par

fla,b) =ab™t.

On vérifie facilement que, si (a,b) ~ (', '), alors f(a, b) = f(a’, b'). Ceci implique que f
induit une application f : K — . Celle-ci est définie par

/G-

On vérifie facilement que f : K — [F est un homomorphisme. Il est injectif par le
lemme 1.25. Montrons qu’il est surjectif. Soit x € F. Il existe b € A, b # 0, tel que

br =ac A Alors x = f(3). O

Définition. Le corps K du théoreme 2.2 s’appelle le corps des fractions de A.

Exemple. Soit K un corps. Alors le corps des fractions de K[X| se note K(X) et s’appelle
le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K.

Lemme 2.3. Soient A un anneau factoriel et aq,...,a, € A des éléments non tous nuls.
Alors il existe ¢ € A tel que

(a) ¢ divise a; pour tout i € {1,...,n} ;

(b) sic € A divise a; pour tout i € {1,...,n}, alors ¢ divise c.
Démonstration. Exercice. O
Définition. L’¢lément ¢ du lemme 2.3 s’appelle un pged de aq, ..., a,. On vérifie facile-
ment que, si ¢, ¢’ sont deux pged de ay, ..., a,, alors il existe u € U(A) tel que ¢ = uc.

Définition. Soient A un anneau factoriel, K son corps de fractions et f € K[X] un
polynome non nul. On écrit

f:Oé0+CY1X+"'+Oéan.

On choisit ag, a1, ..., an,b € A tels que a; = ¢ pour tout 7 € {0,1,...,n}. Soit ¢ un pged
de ag,as,...,a,. Alors v = ¢ s’appelle un contenu de f.
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Lemme 2.4. La définition de contenu donnée ci-dessus ne dépend pas du choix de
ag, A1y - - ., 0p, b.

Démonstration. soient ay,a),...,a,, b € A tels que a; = Z—: pour tout ¢ € {0,1,...,n}.
Soit ¢ un pged de ag,al,...,a,. Comme ¢’b est un pged de apb, aib, ..., alb, cb' est un
pged de agh’, a b, ... a,b et alb = a;b’ pour tout ¢ € {0,1,...,n}, il existe u € U(A) tel
que b = ucb'. 1l en résulte que g—: = %, H

Définition. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A. Si f € K[X]
est un polynéme non nul, on note C(f) ’ensemble des contenus de f. Il est clair que si
7,7 € C(f), alors il existe u € U(A) tel que v = wy. On dit que f € K[X] est primitif si
1 est un contenu de f ou, de fagon équivalente, si C(f) = U(A).

Proposition 2.5. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A.

(1) Soient f € K[X] un polynome non nul, v un contenu de f et o € K\ {0}. Alors
ay est un contenu de f. En particulier, % f est un polynome primitif.

(2) Si f € K[X] est un polynome primitif, alors f € A[X].

Démonstration. Soient f € K[X] un polynéme non nul, 4 un contenu de f et a €
K\ {0}. Posons

=+ X+ +a,X".
{0,1,...,n}. Alors, par
Par ailleurs, on choisit

On choisit ag, a1, ...,a,,b € A tels que o; = % pour tout i
définition, il existe un pged ¢ de ag,aq,...,a, tel que v =

sie M

a' b € A tels que a = Z—: Alors

af = (aap) + (@)X + -+ + (o) X",

a’a;
b'b

7
ay = g7 est un contenu de af.

ooy = pour tout i € {0,1,...,n}, et d’c est un pged de d'ag,d'as,...,d'a,, donc

Soit f € K[X] un polynéme non nul primitif. Posons

f:(Jé0+Oé1X+-"—|—aan.

On choisit ag,ay, ..., a,,b € A tels que a; = ¢ pour tout 7 € {0,1,...,n}. Comme f est
primitif, il existe un pged ¢ de ag, ai, . .., a, tel que 1 = §. En particulier, b = ¢ divise a;
pour tout ¢ € {0,1,...,n}. On note a; I’élément de A vérifiant a; = a;b. Ona «o; = a, € A
pour tout i € {0,1,...,n}, donc f € A[X]. O

Théoréme 2.6 (Lemme de Gauss). Soient A un anneau factoriel et K son corps de
fractions. Soient f,g € K[X] deuzx polynomes non nuls, v un contenu de f et & un
contenu de g. Alors 6 est un contenu de fg.

13



Démonstration. Supposons d’abord que f et g sont primitifs. En particulier, par la
proposition 2.5, f,g € A[X]. Posons

f:a0+a1X+~--+anX", g:b0+b1X+—|—mem

Soit p un élément premier de A. Comme f est primitif, les a; sont premiers entre eux et
donc p ne peut pas diviser tous les a;. De méme, p ne peut pas diviser tous les b;. Posons

r=min{i € {0,1,...,n} ; p ne divise pas a;},
s =min{j € {0,1,...,m} ; p ne divise pas b;}.

Par ce qui précede, r et s existent. Le (r 4 s)-eme coefficient de fg est

r—1 s—1
Cr4s = arbs + § aibr—l—s—i + § as+r—jbj .
i=0 j=0

p divise a;b,4s—; pour tout ¢ € {0,...,r—1}, p divise a,5_;b; pour tout j € {0,...,s—1}
et p ne divise pas a,bs, donc

Cris = a;bs (mod p) #Z 0 (modp),

donc p ne divise pas ¢,s. Donc, aucun élément premier divise tous les coefficients de fg,
donc les coefficients de fg sont premiers entre eux, donc fg est primitif.

Supposons maintenant que f, g sont quelconques et, comme dans I’énoncé, v est un con-

tenu de f et § est un contenu de g. Par la proposition 2.5 % f et %g sont des polynomes

primitifs. Par ce qui précede, il s’en suit que (,lyf )(%9) = % fg est primitif, donc 1 est

un contenu de % fg. Par la proposition 2.5 on en conclue que 0 est un contenu de
v055f9 = fg. O

Théoréme 2.7. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A.
(1) A[X] est factoriel.

(2) Soit P € A[X] un polynéme non nul. Alors P est premier dans A[X| si et seulement
S1 :

(1) P =p est un élément premier de A ; ou bien

(ii) P est primitif et est premier dans K[ X].

Démonstration. Rappelons que U(A[X]) = U(A) (voir Lemme 1.8). Soit f € A[X],
f & U(A). Pour démontrer le théoreme il suffit de montrer
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(1) f s’écrit sous la forme
f=c-qP P,

ol ¢y, ..., sont des éléments premiers de A et P, ..., P, sont des polynome prim-
itifs et premiers dans K[X].
(2) Si
f=a-abP--P.=dy- - dQr--Qs,
oucy,...,c,dy,...,d,sont des éléments premiersde Aet Py, ..., P, Q1,...,Q, sont
des polynomes primitifs premiers dans K[X]|, alors | = k, r = s et, & permutation
pres, il existe des unités wuy, ..., u;, vy, ..., v, € U(A) telles que d; = w;c; pour tout

ie{l,...,l} et Q; =v;P; pour tout j € {1,...,r}.

Comme K[X] est factoriel (voir corollaire 1.7), il existe des polynémes premiers Py, ..., P!
dans K[X] tels que

f=P ... P
Pour tout ¢ € {1,...,r} on se donne un contenu a; de P/ et on pose P; = - P/. Par la

Proposition 2.5 P; est primitif. Il est premier dans K[X] car P/ I'est. Par ailleurs, on pose
a=a;---a,.. Ona

f = Q Pl oo PT .
Comme 1 est un contenu de P; pour tout i € {1,...,r}, par la proposition 2.5 et le
théoreme 2.6 a est un contenu de f. Comme f € A[X], on a en particulier a € A.
Comme A est factoriel, a s’écrit sous la forme a = ¢ --- ¢ ou ¢y, ..., ¢ sont des éléments

premiers de A. Finalement,
f=c1---qP---P,.

Maintenant on suppose que f s’écrit

f=eraPPo=didiQr Qs

ouci,...,c,dy,...,d, sont des éléments premiers de A et Pi,..., P.,Q1,...,Q, sont des
polynémes primitifs premiers dans K[X]. Par la proposition 2.5 et le théoreme 2.6, ¢; - - - ¢
et dy---d; sont des contenus de f, donc il existe w € U(A) tel que dy - - dj, = wey -+ - ¢
Comme A est factoriel, il s’en suit que k = [ et il existe de unités uq,...,u; € U(A) tels
que d; = w;c;, a permutation prés. Par ailleurs, comme K[X] est factoriel, on a r = s et
il existe vy,...,v, € K* tels que (); = v; P; a permutation pres. Par la proposition 2.5, v;
est un contenu de ();, qui est primitif, donc v; € U(A). O

Corollaire 2.8. Soit A un anneau factoriel et n > 1. Alors l'anneau A[X, ..., X,] des
polynomes a n variables a coefficients dans A est factoriel.

Démonstration. Raisonner par récurrence sur n. O

Remarque. Si K est un corps et n > 2, alors K[Xy,...,X,,] n’est pas principal. Par
exemple, I'idéal engendré par X7, ..., X, n’est pas monogene (exercice).
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3 Criteres d’irréductibilité

Théoreme 3.1 (Critere d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, K le corps des
fractions de A et f = agp+ a1 X +---+a, X™ un polynome dans A[X| de degré n > 1. S’il
existe un élément premier p de A tel que

a, # 0 (modp)
a; = 0 (modp) pourtoutiec{0,...,n—1}

ap # 0 (modp?)
alors f est premier dans K[ X].

Démonstration. Soit ¢ un contenu de f et f = %f =ap+uX+---+a, X" Ona
a; = ca; pour tout ¢ € {0,1,...,n}. Comme p ne divise pas a,, p ne divise ni ¢, ni a,.
Pour i € {0,1,...,n— 1}, p divise a; = ca; et p ne divise pas ¢, donc p divise @;. Comme
p? ne divise pas ag = cag, p* ne divise pas ap. Finalement, f est premier si et seulement
si f Pest. Done, quitte & remplacer f par f, on peut supposer que f est primitif.

On raisonne par I'absurde en supposant que f n’est pas irréductible. Il existe donc des
polynomes g, h € K[X] tels que deg §, degh > 1 et f = gh. Soient ¢ un contenu de § et d

un contenu de h. Posons
= 1 h = 1;}
g cg ) a2
Comme f est primitif et, par le théoreme 2.6, cd est un contenu de f, on a cd = u € U(A).
Quitte & remplacer f par u~!'f, on peut supposer que f = gh. Remarquez que g, h sont

primitifs et donc sont dans A[X].
Posons
G=by+ b0 X+ -+, X, h=co+c1 X+ +cnX™

avec by # 0 et ¢, # 0. ag = bycy est divisible par p mais pas par p?, donc p divise by ou
co mais pas les deux a la fois. On peut en toute généralité supposer que p divise ¢y mais
pas by. Soit

r = min{i; p ne divise pas ¢;} .

Comme p ne divise pas a, = by, p ne divise pas ¢,,. Par ailleurs, p divise ¢y, donc r
existeet 1 <r<m<mn. On a

r—1
a, = boc, + E b,_;c;i .
i=0

On observe que p divise a, et p divise b,_;¢; pour tout i € {0,...,r — 1}, donc p doit
diviser bgc,. Or p ne divise ni by ni ¢, : contradiction. O

Exemples.

(1) 3X° — 15 et 2X'% — 21 sont premiers dans Q[X].
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(2) Soient a € Z\ {—1,0,1} sans facteur carré, et n € N, n > 1. alors X" — a est
irréductible dans Q[X].

(3) Si p est un nombre premier, alors
1+ X 4+ X7
est irreductible dans Q[X].

(4) Soient K un corps et K(X) le corps des fractions rationnelles sur K. Alors, pour
n € N, n>1, le polynome Y — X € K(X)[Y] est premier.

Démonstration. Exercice. O

Définition. Soient A, B deux anneaux et ¢ : A — B un homomorphisme. Soit ¢ :
A[X| — B|X] I'application définie par

Plap + a1 X + -+ +a, X") = p(ag) + plar) X + -+ ¢(a,) X"

On vérifie facilement que ¢ est un homomorphisme. Il s’appelle I’homomorphisme induit
par .

Proposition 3.2. Soient A, B deux anneauz intégres, K, 1L les corps de fractions de A et
B, respectivement, ¢ : A — B un homomorphisme, et ¢ : A[X| — B[X] I’homomorphisme
induit par . Soit f € A[X] un polynome de degré > 1. Si @(f) est irréductible dans L[ X]
et deg o(f) = deg f, alors f ne se décompose pas sous la forme f = gh avec g,h € A[X],
degg > 1 et degh > 1.

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe deux polynomes
g,h € A[X] tels que degg > 1, degh > 1 et f = gh. En particulier, comme deg f =
deg g+ degh, on a degg < deg f et degh < deg f. En appliquant ¢ on obtient @(f) =
5(9) B(h) et

deg p(g) < degg <degf, degp(h)<degh <degf.

Par ailleurs, comme @(f) est irréductible, on doit avoir deg $(g) = deg @(f) = deg f ou
deg p(h) = deg ¢(f) = deg f : contradiction. O

Corollaire 3.3. Soient A un anneau factoriel, K le corps de fractions de A, I un autre
corps, ¢ : A — 1L un homomorphisme, et ¢ : A[X] — L[X] I’'homomorphisme induit
par @. Soit f € A[X] un polynéme de degré > 1. Si ¢(f) est irréductible dans L|X]| et
dego(f) = deg f, alors f est irréductible dans K[X].

Démonstration. On raisonne par I'absurde et on suppose que f n’est pas irréductible
dans K[X]. Soit @ un contenu f et posons f = % f. Alors f est primitif et est réductible

dans K[X]. Soient g, h e K[X] de degré > 1 tels que f = G h. Soient b, ¢ des contenus de
g, h, respectivement, g = %g, et h = %h. On observe que be est un contenu de f qui est
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primitif, donc on peut supposer que bc = 1, donc f = gh, donc f = (ag)h. Ceci contredit
la proposition 3.2 car ag,h € A[X]. ]

Exemple.
X°—5X'+6X —1

est irréductible dans Q[X].

Proposition 3.4 (Test de la racine). Soient A un anneau factoriel et K le corps des
fractions de A. Soit
f=a+u X+ +a, X", a,#0,

un polynome a coefficients dans A. Soit o = g une racine de f dans K, ou b, c sont deux

éléments de A premiers entre eux. Alors b divise ag et ¢ divise a,. En particulier, si
a, = 1, on doit avoir o € A et o divise ag.

Démonstration. Exercice. O

4 Théoréeme de la base de Hilbert

Proposition 4.1. Les conditions suivantes sur un anneau A sont équivalentes :

(a) Tout idéal de A est de génération finie (i.e. si I C A est un idéal, alors il existe un
nombre fini d’éléments ay, ..., a, € I tels que I = (aq,...,a,)).

(b) Toute chaine croissante
LC---CliyCly C---

d’idéaux est stationnaire (i.e. il existe N € N tel que I}, = Iy pour tout k > N ).

(c) Tout ensemble non vide d’idéauz de A a au moins un élément mazimal (pour
Uinclusion).
Définition. Un anneau A vérifiant les conditions de la proposition 4.1 est dit noethérien.
Démonstration. (a) = (b) : Soit
LchLc---CclyC---

un chaine croissante d’idéaux. Posons

I:G]k'
k=1

On vérifie facilement que I est un idéal de A. Par (a), I est de génération finie, c’est-a-
dire qu’il existe un nombre fini d’éléments a4, ...,a, € I tels que I = (aq,...,a,). Pour
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tout ¢ € {1,...,n} il existe NV; € N tel que a; € Iy,. Soit N = max{Ny,...,N,}. Alors
a; € Iy, C Iy pour tout ¢ € {1,...,n}, donc I C Iy. Si k> N, alors

]NCIkCICIN,
dODC]N:]k.

(b) = (c) : On raisonne par I'absurde. On suppose qu’il existe un ensemble non vide £
d’idéaux de A n’ayant pas d’élément maximal pour l'inclusion. On construit une chaine
d’idéaux {Ij;}32, comme suit. I; est un élément choisi quelconque de €. Pour tout n € N,
I,+1 est un idéal dans & tel que I, € I,4;. La suite ainsi construite est une chaine
croissante d’idéaux non stationnaire. Ceci contredit (b).

(c) = (a) : Soit I un idéal de A. Notons &£ l’ensemble des idéaux de génération finie
inclus dans I. On a £ # () car (0) = {0} € €. Par (c), £ posséde un élément maximal,
J. Montrons que J = I par 'absurde. Supposons que J # I. Comme J C I, cela signifie
que I\ J # (. Choisissons b € T\ J et posons J' = (ay,...,a,,b), ol ay,...,a, sont
tels que J = (ay,...,a,). Comme ay,...,a,,b € I, ona J C I, donc J € £ Comme
ay,...,a, € J';onaJ C J'. Finalement, b € J' mais b ¢ J, donc J # J'. Ceci contredit
la maximalité de J. O

Proposition 4.2.
(1) Soient A un anneau noethérien et I C A un idéal propre. Alors A/I est noethérien.

(2) Soient A un anneau noethérien, K le corps des fractions de A, et S C A une partie

non vide ne contenant pas 0. Soit B l'ensemble des éléments de K de la forme ¢
avec a € A et b un produit d’éléments de S. Alors B est un sous-anneau de K, et

B est noethérien.

Démonstration. Exercice. L]

Théoréme 4.3 (Théoreme de la base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien, alors
A[X] est aussi noethérien.

Démonstration. Soit J un idéal non nul de A[X]. Pour tout n € N on pose

I, ={a€ A; ilexistef € J tel que deg f =n et cd(f) =a}U{0}.

Montrons que I,, est un idéal de A. Soient ay,as € I,, \ {0} et by, by € A. Soient fi, fo € J
tels que deg f1 = deg fo = n et cd(f1) = a1 et c¢d(f2) = az. On a bya; + byag = 0, ou bien
bif1 +bafo € J, deg(by fi + bafa) = n et ed(by fi + bafa) = biag + beas. Dans les deux cas
on a bia; + beas € I,,. On montre encore plus facilement que bya; + beas € I, si a; = 0 ou
as =0et ay,as € I,.
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On montre que [, C I,41 pour tout n € N. Soit a € I, \ {0}. Soit f € J tel que
deg(f) = n et cd(f) = a. Alors fX € J, deg(fX) = n+1 et cd(f X) = a, donc
a &€ In+1.

Comme A est noethérien, il existe N € N tel que I, = Iy pour k > N. Pour tout
k €{0,1,..., N} on choisit une famille finie {ay1,...,ax; } qui engendre I. Pour tous
ke{0,1,...,N}etie{l,...,l;} on choisit fy; € J tel que deg fi;, = k et cd(fr:) = ar,-
On pose

J =(fri | 0<kE<Netl1<i<l).

On va montrer que J = J.

Comme f; € J pour tout k,i on a J' C J. Reste a montrer que J C J'. On se donne
f € J et on montre par récurrence sur n = deg f que f € J'. Sin = —oo, c’est-a-dire
f =0, alors f € J' par définition. On peut donc supposer que n > 0.

Supposons que n = 0. Alors deg f = 0, donc f = ¢ est constant. On a ¢ € I, donc il
existe by, ..., b, € A tels que

f=c=biaps+ -+ byaos, =bifo1+ -+ by fou, -
D’ou f € J'.

Supposons que n > 1 plus ’hypothese de récurrence. Posons ¢ = c¢d(f). On a ¢ € I,.
Supposons d’abord que n < N. Il existe by,...,b, € A tels que

c=bians+ -+ b,an, .

Posons
f/ = f - blfn,l R blnfn,ln .

On observe que f' € J et deg f’ < deg f = n. Par hypothese de récurrence, on a f' € J',
d’ou
f=f+bifor+-+b,fos, €J.

Supposons que n > N. Il existe by,...,b;, € A tels que
c=biani + -+ ban,y -

Posons
fr=f—bifaa X" — by fra XY

On observe que [’ € J et deg [’ < deg f = n. Par hypothese de récurrene, on a f' € J',
d’ou
f=f +bifir X" Nty fur, XN e T
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5 Polynémes symétriques

Définition. Soient A un anneau (commutatif), ¢, ...,%, des indéterminées sur A (algé-
briquement indépendantes), et X une indéterminée sur Afty,...,t,]. On considere le
polynome

F=(X—-t)(X —ty) - (X —t,) € Alty,...,t,][X]
que 'on développe :
F=X"—s X" 14 o+ (=1)" 5, 1 X + (—1)"s,,

ou Si,...,8, € Alti,...,t,]. Les polynémes sy,...,s, € Alt1,...,t,] s’appellent les
polynomes symétriques élémentaires.

Exemple. Supposons que n = 2. Alors
(X = t)(X —ta) = X* — (1 + 12) X + tuta,

donc
81:t1+t2, ngtltg.

Supposons que n = 3. Alors

(X —t1)(X —tg) (X —t3) = X° — (t1 + to + t3) X? + (tita + tits + tats) X — tytats,

donc
S1 = tl + t2 + tg , S9 = tltg + tltg + t2t3 ,S3 = t1t2t3 .

Plus généralement, on a :

Lemme 5.1. Soit n > 2 fixé. Alors, pour tout k € {1,...,n},

Sg = E t“t%
1<y <-<ig<n

En particulier, s;, est un polynome homogéne de degré k.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 2 étant traité dans
l’exemple précédent, on peut supposer que n > 3 plus 'hypothese de récurrence. Notons
si,...,8, 1 les polynomes symétriques élémentaires en ti,...,t,_1. Par ailleurs, pour
simplifier les notations, on posera sp = s; = 1. On a

f[ X —t) = (Z ;Xn1k> (X —t,)

k=

= X"+ (=15, + s, L) X4 (=)t
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donc
Sp =8 _1tn
Sk =8 + S _qtn pour 1 <k<mn-—1.

En appliquant la récurrence a cette égalité on obtient

Sp = (tl T tn—l)tn - tl tr tn—ltn

et
Sk = >ty et > bivoooti b= Y ety
1<iy < <ip<n—1 1<y <+ <i_1<n—1 1<iy <-<ip<n
pour tout k € {1,...,n—1}. ]
Définition. Soient A un anneau commutatif et ¢1,...,¢, des indéterminées sur A. Pour

toute permutation w € &,, et tout f € Alty,...,t,] on pose

(w- f)(ty,...,t,) = f(tw(l), ce ,tw(n)) € Alty, ..., ta].

Lemme 5.2.
(1) Pour tout w € &,, lapplication

plw): Alty,....t,] — Altr,... 1]
f = w- f

est un automorphisme.

(2) L’application
p: S, — Aut(Afty,...,t,))
woo p(w)

est un homomorphisme de groupes.

Démonstration. La partie (1) est facile & démontrer et est laissée en exercice. Démon-
trons la partie (2). Soient v,w € &,,. Pour tout f € Afty,...,t,] on a

(O (w . f)(tl, ce ,tn) = (w : f)(tv(l), PN ,tv(n))
- f(tvw(1)7~ .- 7tvw(n))
= (vw - f)(t1,...,tn)

donc p(v) o p(w) = p(vw). O

Définition. Un polynome f € Afty,...,t,] est dit symétrique si w - f = f pour tout
w € &,. On observe que les polynomes symétriques élémentaires sont des polynomes
symétriques. On note Afty,...,t,]%" 'ensemble des polynomes symétriques.
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Lemme 5.3. Alty,...,t,]%" est un sous-anneau de Alty, ... t,].

Démonstration. Il est clair que 0,1 € Alty,...,t,|%". Soient f,g € Alty,...,1,]%".
Alors, pour tout w € &,
w-(f-g)=w-f-w-g=f-y,
w-(fg)=(w-f)lw-g)=fg,

donc f — g, fg € Alty,...,t,]%". Ceci montre que Alty,...,t,]°" est un sous-anneau de
Alty, ...ty O
Théoréme 5.4. Soit A un anneau intégre. Alors Alty, ... t,]%" est le sous-anneau de
Alty, ..., t,) engendré par sy, ..., s, et A. En d’autres termes, on a

A[tl, .. ,tn]Gn = A[Sl, c. >Sn] .

Le lemme suivant est un préliminaire a la démonstration du théoreme 5.4.

Lemme 5.5. Soient A un anneau intégre et f € Alty, ..., t,]%". Supposons qu’il existe
hi € Alty, ... t,] tel que f = hqty. Alors il eziste g € Alty, ..., t,)%" tel que f = gty -+ t,.

Démonstration. On commence par démontrer par récurrence sur k € {1,...,n} qu'il
existe hy € Alty,..., t,] tel que f = hyt;---tx. Le cas k = 1 étant 'hypothese du
lemme, on peut supposer 1 < k£ < n plus 'hypothese de récurrence, c’est-a-dire qu’il
existe hy_1 € Alty,...,t,] tel que f = hy_1ty---tp_1. Posons w = (k — 1,k) € &,,. Soit
B = A[tl, R ,tkfl,tk+1, Ce ,tn]. Soit

hk—l = hktk +r

la division de de hy_; par ) dans Bltg]. En multipliant cette expression par ¢y ---t;_; on
obtient la division de f par t; dans Blt] :

f=heatr -ty = (haty - te1)tp + 7t -ty
Par ailleurs, en appliquant w a f on a
f=w-f=((w-hp)ty - trs)ti.
L’unicité de la division implique que rt; ---t,_; = 0, donc

f=hgty - te_1ty .

Posons g = h,,. Par ce qui précede, f = gt; - - - t,,. Reste & montrer que g € Alty,...,1,]%".
Soit w € &,,. Alors
gtitp=f=w-f=(w-g)ty-t,.
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Comme Altq,...,t,] est integre, cette égalité implique que w - g = g. O

Démonstration du théoréme 5.4. Comme s1,...,8, € Alty,...,t,]%", ona Afs,...,
sn] C Alty,...,t,]%". Reste & montrer que Alty,...,t,]%" C Alsy,...,s,]. Pour cela
on se donne f € Alty,...,t,]° et on montre qu’il existe g € A[Xy,...,X,] tel que
f(t, . tn) = g(s1,...,8), ou Xq,..., X, sont des indéterminées sur A.

On se donne Xi,...,X, des indéterminées sur A. On définit le poids d’'un monome
P=X{"--. X! par
poids P =y +2p0+ -+ np,.

Sige AlXy, ..., Xp] s’éerit g =37 o @, X*, on définit le poids de g par
poids g = max{poids X* ; a, # 0}.
Comme deg s, = k pour tout k on a

degg(si,...,$,) < poidsg.

Maintenant on se donne un polynome f € Alty,...,t,]°" de degré d et on montre par
récurrence sur n quil existe g € A[Xy,...,X,] tel que poidsg < d et g(s1,...,8,) =
flt, .. tn).

Supposons que n = 1. On a alors A[t;]®' = A[t;] et s; = t;, donc il suffit de prendre
g = f dans ce cas.

On suppose que n > 1 plus 'hypothese de récurrence. Pour h € Altq, ..., t,] on pose
ho=h(ty, ..., tn—1,0) € Alt1, ..., th1].
On observe que, si h € Alty,...,t,]%", alors hg € Alty, ..., t,_1]%"~1. Par ailleurs, on a
(X —t)(X —tg) (X =t )X = X" — (51)o X" '+ + (=1)"(sp-1)0 X,

donc (s1)g, - - -, (Sn_1)o sont les polynoémes symétriques élémentaires en les variables ¢4, . . .,
tn—1-

Maintenant on raisonne par récurrence sur d. Si d = 0, alors f = a € A. On pose
g=a=f. On abien poidsg =0=d et g(s1,...,8,) =a= f(t1,...,tn).

Supposons que d > 0 plus U'hypothese de récurrence (sur d). Soit f € Alty,...,t,]%" de
degré d. On a fo € Alty,...,t, 1] et deg fo < d. Par hypothese de récurrence (sur n)
il existe g1 € A[X1,..., X,,_1] tel que poids gy < d et

f() = f(tl, e ,tn—l, 0) = 91((81)07 ey (Sn_1>0) .

Posons
fl = f(tl, e ,tn_l, tn) — 91(31, ey Sn—l) .
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Ona f; € Alty,...,t,)%" et deg f; < d. Par ailleurs,

fl(tly e ,tn_l, 0) = fo(tl, e >tn—1) — gl((Sl)o, ey (Sn—l)O) = O,

donc 0 est racine de f; vu comme polynéome dans Alty, ..., t, 1][t,]. Par le théoreme 1.9,
on en déduit que t,, divise fi, c’est-a-dire qu’il existe f] € Alty, ..., tn_1][ta] = Alt1, ..., 5]
tel que f1 = fit,. On applique w = (1,n) & ce polynome et on a f; = (w - f])t;. Par le
lemme 5.5 il en résulte qu’il existe fo € A[t1,... t,]" tel que f; = fot;---t,. Comme
deg fo = deg fi —n < d—1 < d, on peut appliquer la récurrence a f, et on obtient qu’il
existe go € A[Xq,...,X,] tel que poidsgs < d—n et

f2(t17 e ,tn) = gg(Sl, Ce ,Sn) .

Posons
9=91+Xp9:.
On a poidsg < d et

9(815- - 80) = G1(S1,. oy Sp1) + 8ng2(s1,. . 80) = f = fi+tti-tufo=f. O
Définition. Soient A, B deux anneaux (integres) tels que A C B, et by,...,b, € B.
Soient X7, ..., X, des indéterminées sur A et ¢ : A[Xq,...,X,] = B ’homomorphisme

que envoie X; sur b; pour tout i € {1,...,n}. On dit que by,...,b, sont algébriquement
indépendants sur A si @ est injectif.

Théoréme 5.6. Soit A un anneau commutatif intégre. Alors les polynomes symétriques
élémentaires sy, ...,5, € Alt1,...,t,] sont algébriquement indépendants.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Sin = 1, alors par définition s; = t;
est algébriquement indépendant (transcendant).

Supposons que n > 2 plus I'hypothese de récurrence. Supposons qu’il existe g € A[Xq, ...,
Xy, g # 0, tel que g(s1,...,8,) =0. On choisit g de degré minimal et on écrit

9=g0+nXn+ -+ gaXy,
ol go, g1y ---594 € A[X1, ..., X1l
Supposons d’abord que gy = 0. Soit
h=g1+gXn+ - +gaX.
Alors g = X,,h et
Sph(s1, ...y 80) = g(s1,...,8,) =0

= h(s1,...,8,) =0.
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Ceci contredit la minimalité du degré de g. Donc, on doit avoir gg # 0.
On pose t,, = 0 a 'égalité
0=g(s1,...,80) = go(51,- -, 5n-1) + 5091(51, -+, Sn_1) + -+ 5%ga(51, ..., 5n_1)
et on obtient
0=g0((s1)o,---, (sn-1)0) + (sn)og1((s1)o; -+ (Sn-1)o) + -+
+ (50)59a((51)0, -+ (5a-1)0) = go((51)0s - - -, ($n-1)0) -

Ceci contredit ’hypothese de récurrence (sur n). On en conclue qu'un tel g ne peut pas
exister et sq,...,s, sont algébriquement indépendants. O

Définition. Soit
(5 - H(tl - t]) S A[tl, e ,tn] .

i<j
On vérifie facilement que
w - § = sign(w) J

pour tout w € G,,. En particulier

D=¢=]]t:—1t)

i<j
est un polynome symétrique. Il s’appelle le discriminant.
Exemple. Si n = 2, alors

D = (tl — t2)2 = t% + t% - 2t1t2 = (tl + t2)2 - 4t1t2 == S% — 482 .
6 Reésultant

Définition. Soient K un corps et f,g € K[X] deux polynémes non constants. Un pgcd
de f et g est un polynoéme P € K[X] tel que

(a) P divise f et g ;

(b) si P’ divise f et g, alors P’ divise P.
Lemme 6.1. Soient K un corps et f,g € K[X] deux polyndmes non constants. Alors
P € K[X] est un pged de f et g si et seulement si P engendre l'idéal (f, g). En particulier :

(1) f et g ontun pged ;
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(2) st P et P sont deux pged de f et g alors il existe une constante ¢ € K\ {0} telle

que P' = cP ;
(3) si P est un pged de f et g, alors il existe deux polynomes A, B € K[X] tels que
P=Af+ Bg.
Démonstration. Exercice. 0

Proposition 6.2. Soient K un corps et f,g € K[X] deuz polynémes non constants.
Soient n,m les degrés respectifs de f,qg. Alors f et g ont un facteur commun non constant
dans K[X] si et seulement s’il existe des polynomes A, B € K[X] tels que

(a) A#0ouB#0;

(b) degA<m—1etdegB<n-—1;

(c) Af +Bg=0.
Démonstration. Supposons que f, g ont un facteur commun non constant, h. Soient
f1,91 € K[X] tels que f = fih et g = g1h. Posons A = ¢g; et B = —f;. Alors

(a) A#0et B#0;

(b) deg A =deggs <degg=met degB =deg f; <degf=mn;

(c) Af + Bg = gi1fih — figih = 0.
Maintenant on suppose qu'il existe A, B € K[X] vérifiant les conditions (a), (b) et (c) de
la proposition. Par (a) on peut en toute généralité supposer que B # 0. On va raisonner

par 'absurde et supposer que f et g sont premiers entre eux. Par le lemme 6.1 il existe
A, B € K[X] tels que Af + Bg = 1. Par ailleurs,

Af+Bg=0 = Bg=—Af.
Il s’en suit que
B=B1=B(Af+ Bg)=ABf + BBg= ABf — BAf = (AB — BA)f,

donc deg B > deg f = n, ce qui contredit (b). On en conclue que f et g ne sont pas
premiers entre eux c’est-a-dire qu’ils ont un facteur commun non constant. O

Définition. Soient A un anneau integre et f,g € A[X]| deux polynoémes non constants.
On écrit

f:aoXn+a1X"_1+..._|_an, g:boXm+b1Xm_1+...+bm,
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ou ag # 0 et by # 0. La matrice de Sylvester de (f, g), notée Sylv(f,g), est la matrice
(n+m) x (n+m) suivante

a 0 -+ 0 b 0 --- 0
a ay - 1 by b :
a0t by .0
S 9) = a, & . a bm e b
0 a, ar 0 by by
0 - 0 a, 0 -+ 0 by,

Le résultant de (f,g), noté Res(f, g), est le déterminant de la matrice de Sylvester,

Res(f, g) = det(Sylv(f, )

Lemme 6.3. Soient A un anneau intégre et ag, ay, . .., Gy, by, b1, ..., b, des indéterminées
sur A. On pose B = Alag, a1, ...,an,b0,b1,...,by] et on considére les polynomes

f=aX"+a X"+ tan, g=bo X"+ 0 X 4 by

dans B[X]. Alors Res(f,g) est un polynéme (en les variables a; et b;) homogéne de degré
n-+m.

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 6.4. Soient K un corps et f,g € K[X]| deux polynomes non constants. Alors
f et g ont un facteur commun non constant si et seulement si Res(f,g) = 0.

Démonstration. On se donne deux polynémes non constants f, g € K[X]. On pose
f:aOXn+a1X"_1+..._|_an’ g:boXm-l—lem_l—f----—{—bm,
ou ag # 0 et by # 0.

Supposons d’abord que f et g ont un facteur commun non constant. Par la proposition 6.2
il existe des polynomes A, B € K[X] tels que

(a) A#0ouB#0;
(b) degA<m—1letdegB<n-—1;

(c) Af+Bg=0.
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Posons
A:COXm_1+"’+Cm_1, B:doXn_1+"'+dn_1.

Alors
Af+Bg=20
o (aoco -+ bodo)X”+m_1 + ((1160 + apCy —+ bldo -+ b0d1>Xn+m—2
+-+ (ancm—l + bmdn—l) =0
aogCo + bodo =0
N aiCy + apci + b1d0 + b0d1 = 0
nCm—1 + bmdn—l = 0
ag 0 e 0 bO 0 e 0
aq Qo . bl bo ' : €0 0
a.l 0 b.l 0 cm—1| |0
= an - ag b, . by do 1o
0 (7% ap 0 bm b1 :
T VA 0

Cette derniere égalité implique qu’il existe un vecteur non nul v € K" tel que
%
Sylv(f,g9) -v= 10,
d’ou

Res(f, g) = det(Sylv(f,g)) = 0.

Supposons maintenagt que Res(f,g) = 0. Alors il existe un vecteur non nul v € K" tel
que Sylv(f,g) -v= 0. Posons,

v = (CQ,...,Cmfl,do,...,dnfl)t.

Soient
A:C()Xmil—i—"'—i—cm,l, B:doXnil—f—"‘—i—dn,l.

Alors

(a) A#0ou B#0;

(b) degA<m—1letdegB<n-—1;
(c) Af+Bg=0.
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Il en résulte par la proposition 6.2 que f et g on un facteur commun non constant. O]
Exemple 1. Dans Q[X] on pose
f=2X*+3X+1, g=7X>4+X+3.

Alors

Res(f,g) =

2
i’ =153 #£0,
0

_— W N O
O W~
w = 3 O

donc f et g sont premiers entre eux.
Exemple 2. Les polynomes

f=XY -1, g=X?4Y?-14
sont premiers entre eux dans Q[X,Y]. (Exercice.)

Théoreme 6.5. Soient K un corps et ag,aq,...,a,,b,b1,...,b, des indéterminées sur
K. Posons A =Klag,...,an,bo,...,bn|. Soient

f=aX"+u X" 1+ ta,, g=bX"+bbX" 4. 4b,.
Il existe des polynomes R, S € A[X] tels que
(a) degR<m—1etdegS<n-—1;
(b) Rf + Sg=Res(f,g).

Le résultat suivant est un préliminaire a la démonstration du théoreme 6.5.

Proposition 6.6 (Regle de Cramer). Soient K un corps, M € GL(K") une matrice
inversible, et v € K™ un vecteur. Alors 'unique solution de [’équation Mx = v est donnée

par

YT et M

ou M; est la matrice obtenue a partir de M en remplacant la i-éme colonne par v.
Démonstration. Exercice. [

Démonstration du théoreme 6.5. Notons [ le corps des fractions de A. 1l est clair
que f et g n’ont pas de facteur commun dans F[X], donc Res(f, g) # 0. Maintenant on se
donne deux polynomes génériques R, S € A[X] tels que deg R < m — 1 et degS <n — 1.
On écrit

R:COXm_1+"'+Cm_1, S:doXn_1+“'+dn_1.
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Alors

Rf +Sg = Res(f,qg)
(aoc() + b0d0>Xn+m—1 + (a100 + apCy + bldo + bodl)Xn-l-m—Q

< + -+ (anm_1 + bnd,—1) = Res(f, g9)
aoco + bodo =0
- aico + apcy + bidy +body = 0
nCrm—1 + bid—1 = Res(f,9)
a 0 -+ 0 by 0O - 0
a, ay -+ by by : C.O 0
a . 0 ¢ by .0 o :
“Va, © o ag bn ¢ o b d |~ 0 (*)
0 a, ap 0 b, b Res(f, g)
0O - 0 a, 0 --- 0 b,

Notons M; la matrice obtenue & partir de Sylv(f, g) en remplacant la i-éme colonne par
(0,...,0,1)%, et M; la matrice obtenue & partir de Sylv(f,g) en remplacant la i-eéme
colonne par (0,...,0,Res(f,g))". On remarque que

det M; = Res(f, g) - det M;,
det MiGK[ao,...,CLn,bg,...7bm]:A.

Posons
det M; — . .
ci:u:detMiH si0<i<m-—1,
Res(f,9)
det My, i1 - . .
= ————— =det M,,4; si0<i<n-—1.
Res(f,9) e AR
Par la proposition 6.6 le vecteur v = (co, ..., Cm_1,do, ..., dn_1)" vérifie 'égalité (x) donc,

pour ces valeurs la, les polynomes R et S vérifient

(a) degR<m—1letdegS<n-—1;

(b) Rf+Sg=Res(f,g). O
Proposition 6.7. Soit K un corps algébriquement clos et f,g € K[X] deux polynémes

non constants. Alors f et g ont une racine commune si et seulement si Res(f,g) = 0.

Démonstration. Supposons que f et g ont une racine commune, a € K. Alors f et g
ont un facteur non constant commun, X — a, donc, par le théoreme 6.4, Res(f,g) = 0.
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Réciproquement, si Res(f,g) = 0, par le théoreme 6.4 f et g ont un facteur non constant
commun, h. Comme K est algébriquement clos, h a une racine, a. Alors a est racine
commune de f et g. O]

Corollaire 6.8. Soient K un corps algébriquement clos et f € K[X] un polynéme de
degré > 2. Alors f a une racine multiple si et seulement si Res(f, f') = 0. O

Exemple. Soit f = aX? + bX + ¢ un polyndmes de degré 2 a coefficients dans K. Alors

a 2a 0
Res(f, f)=1b b 2a|=—a(b®— 4ac),
c 0 b

donc f a une racine multiple si et seulement si b> — 4ac = 0.

Maintenant on se donne des indéterminées o, ..., a,, B1,. .., Bm, Ug, Vo SUr Z et on pose

A=Zlaq,...,an, By, Bm, to, Vo] :Z[ﬁ,?,uo,vo],
f = uo(X —an)(X — az) -+ (X — a,) € A[X]
g="10(X = B)(X = Bo) - (X — Bn) € A[X],

@(E),?,uo,vo) = Res(f,g9) € A.

Lemme 6.9. @(E),F,uo,vo) est divisible par oa; — ; pour tous i € {1,...,n} et j €

{1,...,m}.

Démonstration. On peut supposer en toute généralité que i = j = 1. On effectue la
division de @(E), , U, Vo) par (o — f1) par rapport a l'indéterminée o :

¢(a>7 ?7“07 UO) = (al - /BI)Q(ﬁv ?7“07 UO) + R(a2a <y Qp, /Bla 6% o 76mvu07v0) . (]->

On choisit Ao, ..., A, ft1, 2, - - -, fim, @, bp € C avec ag # 0 et by # 0, et on considere la
spécialisation

a; =\ pouri €{2,....,n}, f;=p;pourje{l,...,m},

up =ag, vo=by, a1 = pi.
Avec cette spécialisation f et g ont une racine commune, donc
R,eS(f, g) = q)(l’h? /\27 ey >\n7,u17[’[/27 <oy Mm, Ao, bO) - 0 .

On applique la spécialisation a (1) et on obtient

0= (:ul_:ul)Q(/’Lla )‘27 teey )‘TH/JJM/JQ? s numaa()?b())_'_R()\Qa s 7)‘7L7,u17,u27 <o o5 M,y G0, bO)
= R(Ag, ..., An, fi1, fas - - -y flm, @0, bo) -
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Cette égalité étant vraie quelque soient Ao, ..., Ay, ft1, 2, - - -, fhm, Go, by, on en déduit que
R =0, donc
(I)(5>7 Fa U, UO) = (al - ﬁl)@(ﬁa ﬁa U, UO) :

Lemme 6.10. La partie homogene de plus haut degré en les By, . .., By de (ID(E), ?, Ug, Vo)
vaut

(=1)""ug vy (Brfz- - Pm)" -

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 6.11. Awvec les notations ci-dessus :

@, 8 w0, v0) = ugop TT [T(os = 83) = iy TLoten) = (1™ T £(8)).
i=1 j=1 i=1 J=1
Démonstration. Par le lemme 6.9 o; — 3; divise (ID ? ug, Vo) pour tous i € {1,...,n}
et j € {1,...,m}, ces éléments sont 2 a 2 premiers entre eux, et A = Z[ L Ug, vo] est

factoriel, donc il existe F' € A tel que

n

(I)(6>a Fauoavo) = FHH(C% - ﬁ]) .

i=1 j=1

Par le lemme 6.10 la partie homogene de plus haut degré en les 3y, ..., 5, de (19(3, F,
Ug, Vo) vaut
(=1)""ug'vg (B1B2 - -+ Bm)" -
Par ailleurs, on observe que la partie homogene de plus haut degré en les f3i,..., 3, de
Hi’j(ai — B;) vaut
(=1)"™(B1B2 -+ Bm)" -

On en déduit que F' = u'vy, donc

n m
@(ﬁ,ﬁ,uo,vg) = u’onv(’}HH(a -
i=1 j=1

Les deux autres égalités découlent directement de la premiere. O]

Corollaire 6.12. Soient A un anneau intégre et f,g € A[X] deux polynémes non con-
stants. Notons n,m les degrés de f, g, respectivement.
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(1) Supposons que f s’écrit sous la forme

0U A, ..., A\n,a9 € A, ag # 0. Alors

Res(f, g) = ag' Hg

(2) Supposons que f et g s’écrivent sous la forme

n

F=a][X =X, g=b][(X-m),

i=1 j=1
OU A1y ooy Apy [y - -+ 5 [, G0, b € A, ag # 0 et by # 0. Alors

Res(f, g —amb"HH

=1 j=1

Démonstration. Exercice. O]
Définition. Soient K un corps algébriquement clos et f € K[X] un polynémes de degré
n > 2. On écrit f sous la forme

n

f=aoJJ(X =N,

i=1
ol A\, ..., \n, a0 € K, ag # 0. Le discriminant de f est défini par

Disc(f) = [[(\ = X))

1<j

Remarque. Il est clair que f a une racine multiple si et seulement si Disc(f) = 0. Par
ailleurs, on sait que f a une racine multiple si et seulement si Res(f, f') =

Proposition 6.13. Soient K un corps algébriquement clos et f € K[X]| un polynome
unitaire de degré n > 2. Alors

n(n 1)

Res(f, f)

(—1) Disc(f) .
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Démonstration. On écrit f sous la forme

[ = (X_)\i)a

1

n

(2

ou Aq,...,\, € K. On a

i=1 j7#i J#k
d’ou
’ " / i n(n—1)
Res(f, /) = [T r/Ow) =TT = A) = (=177 [ = X))
k=1 k=1 j#k k<j

n(n—1)

=(—1)" z Disc(f). O

Partie 2 : Extensions de corps

7 Extensions algébriques

Définition. Si E est un corps et F un sous-corps de E on dit que F C E est une extension
de corps. On observe que, si F C E est une extension de corps, E est un espace vectoriel
sur F. La dimension de [E vu comme espace vectoriel sur I s’appelle le degré de I'extension
et se note [E : F]. On dit que I'extension est de degré fini si [E : F| est fini.

Définition. Soient F C E une extension de corps et a € E. On dit que « est algébrique
sur F s’il existe un polynéome non nul f € F[X] tel que f(a) = 0. Autrement on dit que
a est transcendant sur F.

Remarque-définition. Soient F C [E une extension et o € E un élément algébrique sur
F. Le noyau de 'homomorphisme

v: FIX] » E
fo= fle)
est non trivial. Comme F[X] est principal, il existe un polynéme non nul p € F[X], unique

a multiplication par un scalaire pres, tel que Kerty = (p). L’homomorphisme ¢ induit un
homomorphisme injectif

Y FIX]/(p) > E.

35



Comme E est un corps et v est injectif, F[X]/(p) doit étre integre, donc p est premier.
Ce polynome p s’appelle le polynome minimal de a.

Définition. On dit qu’une extension F C E est algébrique si tout élément de E est
algébrique sur F.

Proposition 7.1. Toute extension de corps de degré fini est algébrique.

Démonstration. Soit F C E une extension de degré fini. Posons n = [E : F|. Soit
a € E. Le cardinal de I’ensemble {1,a,...,a"} est n+ 1, donc cet ensemble est 1ié, donc
il existe ag, ay,...,a, € F non tous nuls tels que

ag+ aja+ -+ aa” =0.
Posons
f:a0+a1X+--.+anX".
Alors f est un polynome non nul dans F[X] et f(«) = 0. Ceci montre que « est algébrique

sur F. O

Proposition 7.2. Soient K, F.IE des corps tels que K C F C E. Soient X une base de
F vu comme espace vectoriel sur K et ) une base de E vu comme espace vectoriel sur
F. Alors {xy|z € X ety € YV} est une base de E vu comme espace vectoriel sur K. En

particulier
[E:K]=[E:F]-[F:K].

Démonstration. Soit v € E. Comme ) est une base de E vu comme espace vectoriel
sur F, il existe n € N, yq,...,y, € Y et [y,..., 5, € F tels que

WZZ@%-
i=1

Comme X est une base de IF vu comme espace vectoriel sur K, il existe m € N, z1,...,x,, €
X et, pour tout i € {1,...,n}, a;1,..., 05, € K, tels que

m
Bi= ;.
j=1

D’ou

n m

T = Zzai,j LjYi -

i=1 j=1

Ceci montre que {zy |z € X et y € Y} engendre E vu comme espace vectoriel sur K.
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Supposons donnés n,m € N, y1,...,y, € YV, z1,..., 2, € X, et {a; ;i€ {l,...,n} et
je{l,...,m}} tels que

n

ZZO@J TiY; = 0.

i=1 j=1

Pour i € {1,...,n} on pose

m
ﬁi = Zai’jxj celF.
j=1

Zﬁi yi =0
=1

et ) est une base de E vu comme espace vectoriel sur [F, donc

m
Bi=Y aga;=0
j=1

pour tout i € {1,...,n}. Comme X est une base de F vu comme espace vectoriel sur K,
cette derniere égalité implique que «;; = 0 pour tous @ € {1,...,n} et j € {1,...,m}.
Ceci montre que {zy|x € X et y € Y} est libre. O

Corollaire 7.3. Soient K, F,E trois corps tels que K C F C E. Alors K C E est une

extension de degré fini si et seulement si K C F et F C E sont des extensions de degré
fini. n

Notation. Soient F C E une extension de corps et a € E. On note F(«) le plus petit
sous-corps de E contenant F et .

Lemme 7.4. Soient F C E une extension de corps et o € E. Alors F(a) est formé des
éléments de la forme % ou f,g € F[X], g(a)) # 0.

Démonstration. Exercice O

Proposition 7.5. Soient F C E une extension de corps et a € & un élément algébrique
sur IF.

(1) F(a) = Flal.
(2) Soit p le polynome minimal de . Alors Fla] ~ F[X]/(p).

(3) [F(a) : F] = degp.
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Démonstration. Rappelons ’homomorphisme

¢: FIX] » E
foo= fl@

Rappelons encore que Kervy) = (p). Remarquons que 'égalité f(a) = 0 équivaut a
f € Ker, c’est-a~dire a f est divisible par p.

Soit 8 € F(a). Par le Lemme 7.4 il existe g1, g2 € F[X] tels que go(a) # 0 et 5 = z;gz;
Par les observations précédentes, Le fait que go(a) # 0 implique que p ne divise pas go
donc que g9 et p sont premiers entre eux car p est premier. On peut donc trouver des
polynomes hy, hy € F[X] tels que

hip + hags =1
En spécialisant cette égalité en X = o on obtient

1= hy(@)p(a) + ha(@)ga(@) = ha(a)ga(a)

1
= hQ(Oé) = g2(05)
_ o) _ a a «
= 5—92(a) = gi1(a)hy(a) € Fla].

Ceci montre que F(a) C Fla]. L'inclusion Fla] C F(a) est triviale.
On a Imvy = Fla] = F(a) et Kery = (p), donc
FIX]/(p) = F[X]/Kert ~Im ¢ = F(a).
Pour f € F[X] on note [f] la classe de f dans F[X]/(p) ~ F(«). Posons d = degp.

On va montrer que {1,[X],...,[X ]} est une base de F[X]/(p). Ceci implique que
d = [F(a),TF].

Soit f € F[X]. Soit f = ¢qp+ r la division de f par p. Comme degr < d, on peut écrire r
sous la forme
T:&0+G1X—|—"'+ad,1Xdil,

avec ag, di,...,aq—1 € F. Alors

[fl =[] =ao[l] + a1 [X] 4 - + ag_1 [X7].
Ceci montre que {1,[X],...,[X% 1]} engendre F[X]/(p).
Soient ag, ay,...,aq_1 € F tels que

a01+a1[X]+---+ad_1[Xd_1]:O.
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Posons
r=ap+a X+ +a 1 X € FIX].

On a

[r] =apl+4ay [X]+- +aq_1 [XT] =0,
donc p divise r, donc r = 0 car degr < d = degp, donc a9 = a; = -+ = aq_1 = 0. Ceci
montre que {1, [X],...,[X% ]} est libre. O

Corollaire 7.6. Soient F C E une extension de corps et a € E. Alors v est algébrique
sur F si et seulement si l’extension F C F(«) est de degré fini.

Démonstration. Si a est algébrique alors F C F(«) est de degré fini par la proposi-
tion 7.5 (3). Réciproquement, si F C F(«) est de degré fini, alors a est algébrique par la

proposition 7.1 (car a € F(«)). O
Définition. Soient F C E une extension de corps et aq,...,a, € E. On note F(aq, ...,
ay,) le plus petit sous-corps de E contenant F et «,...,a,. On dit que 'extension
F C E est de type fini s’il existe un nombre fini d’éléments aq,...,qa, € E tels que

E =F(ay,...,ap).

Lemme 7.7. Soient F C E une extension de corps et aq, ..., o, € E. AlorsF(ay, ..., o)
est formé des fractions de la forme % avec f,g € F[Xy,..., X,] et g1, ..., ap) #
0.

Démonstration. Exercice. 0

Proposition 7.8. Toute extension de degré fini est de type fini. La réciproque est fausse.

Démonstration. Exercice. O]
Proposition 7.9. Soient F C E une extension de type fini et ay,...,a, € E tels que
E = Flay,...,a,). Alors F C E est de degré fini si et seulement si ay,...,q, sont

algébriques sur .

Démonstration. Supposons que l'extension F C E est de degré fini. Par la proposi-

tion 7.1 il en découle que 'extension est algébrique, donc aq, ..., «a, sont algébriques car
ag, ..., o, € E.
Maintenant on suppose que ay, . . ., , sont algébriques sur F et on démontre que I'exten-

sion F C E est de degré fini. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 suit de la
proposition 7.5. Supposons que n > 2 plus ’hypothese de récurrence. Par hypothese de
récurrence l'extension F C F(ay, ..., a,_1) est de degré fini. Il est clair que le fait que ay,
soit algébrique sur F implique qu’il est algébrique sur F(ay, ..., a,_1), donc, encore par
la proposition 7.5, 'extension

Flag,...,an_1) CF(ag,...,0n_1) (o) =F(aq,...,an_1,0p,) = E
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est de degré fini. On en conclue par le corollaire 7.3 que I'extension F C E est de degré
fini. n

Notation. Soient [Fi,Fy, [E 3 corps tels que F; C E et Fy C E. Alors F;[Fy désigne le plus
petit sous-corps de E contenant Fy U [Fs.

Lemme 7.10. Soient F1,Fy,E 3 corps tels que F; C E et Fy C E. Soit 5 € F1[Fy. Alors
il existe un nombre fini d’éléments oy, ..., o, € Fy tels que B € Fi(aq, ..., ay).

Démonstration. Posons
U={p€E; ilexisten € Net ay,...,a, € Fy tels que 5 € Fy(aq,...,a,)}.
On a clairement les inclusions
F,cU, F,CcU, UcCTFF,.
Donc, pour démontrer que U = F;[Fy, il suffit de montrer que U est un sous-corps de E.

On a 1,0 € Fy et F; C U, donc 1,0 € U. Soient p1,0; € U. 1l existe n € N et
ag, ..., ap € Fytels que 51 € Fi(ay,...,a,). Deméme, il existe m € Net of,...,al, € Fy
tels que By € Fi(af,...,al,). On a

51—62 eFl(Oél,...,Ckn,Oéll,...,Oé;n)7

donc 81 — B2 € U. De méme, si 51 # 0 et Sy # 0, on a

BByt €Fi(an,...,an, ... al),

donc 3,8, € U. Ceci montre que U est un sous-corps de E. O

Proposition 7.11.

(1) Soient K,F,E trois corps tels que K C F C E. Alors K C E est une extension de
degré fini si et seulement si K CF et F C E sont des extensions de degré fini.

(2) Soient K,Fy,Fo, E quatre corps tels que KCFy CE et KCFy CE. SiK C Fy est
une extension de degré fini, alors Fy C F1Fy est une extension de degré fini.

(3) Soient K, Fy,Fy, E quatre corps tels que K CFy CE et K C Fy C E. Si K C Fy
et K C Fy sont des extensions de degré fini, alors K C F1[Fy est une extension de
degré fina.

Démonstration. La partie (1) est déja connue (voir le corollaire 7.3). La partie (3)
découle des parties (1) et (2) . En effet, si K C Iy et K C Fy sont des extensions de degré
fini, alors F; C F1Fy est une extension de degré fini par (2) et donc, par (1), K C F;F,
est une extension de degré fini. Reste a démontrer la partie (2).
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Supposons que K C Fy est une extension de degré fini. Par la proposition 7.8, K C 5 est
de type fini, donc il existe ay, ..., a, € Fy tels que Fy = K(ay,...,«,). Par la proposi-
tion 7.9 oy, ..., a, sont algébriques sur K. Comme F; C F1Fs et aq,...,a, € Fy C FFs,
on a Fi(aq,...,a,) C F1Fy. Par ailleurs F; C Fi(ay,...,q,) et Fy = K(ag,...,q,) C
Fi(a,...,a,), donc F1Fy C Fi(ay,...,a,). Dou FiFy = Fi(aq,...,a,). Comme
aq, ..., sont algébriques sur K, ils sont algébriques sur [y, donc, par la proposition 7.9,
Fy C Fi(a,...,a,) = F1Fy est de degré fini. O

Proposition 7.12.

(1) Soient K,F,EE trois corps tels que K C F C E. Alors K C E est une extension
algébrique si et seulement si K C F et F C E sont des extensions algébriques.

(2) Soient K,Fy,Fo, E quatre corps tels que KCFy CE et KCFy CE. SiK C Fy est
une extension algébrique, alors 'y C F1Fy est une extension algébrique.

(3) Soient K,IFy,Fo, E quatre corps tels que K CFy CE et KCFy CE. SiKCFy et
K C IFy sont des extensions algébriques, alors K C F1Fy est une extension algébrique.

Démonstration.

Démonstration de (1). Soient K, F, E trois corps tels que K C F C E. Supposons que
K C E est une extension algébrique. Soit @« € F. On a o € E, donc « est algébrique
sur K. Ceci montre que K C F est une extension algébrique. Soit f € E. Alors 5 est
algébrique sur K, donc est algébrique sur F car K C F. Ceci montre que F C E est une
extension algébrique.

Supposons maintenant que K C F et F C E sont des extensions algébriques. Soit g € E.
Il existe un polynéme non nul f € F[X] tel que f(8) = 0. On pose

f=a+au X+ +a,X".

Comme ay, . ..,a, € F,ils sont algébriques sur K, donc, par la proposition 7.9, I’extension
K C K(ag, a1, .. .,a,) est de degré fini. Par ailleurs, comme f(8) = 0,  est algébrique
sur K(ag, ay, ..., a,), donc, par la proposition 7.9, K(ag, a1, ..., a,) C K(ag, a1, ..., an, )
est une extension de degré fini. Par la proposition 7.11(1) on en déduit que K C
K(ag,ai,...,a,, ) est une extension de degré fini donc, par la proposition 7.1, c’est
une extension algébrique. En particulier, 3 est algébrique sur K. Ceci montre que K C E
est une extension algébrique.

Démonstration de (2). Soient K, F;,Fy, E quatre corps tels que K € F; C E, K C
Fy C E et K C Fy est une extension algébrique. Soit g € FiFy. Par le lemme 7.10
il existe un nombre fini d’éléments ay,...,q, € Fy tels que 8 € Fi(ay,...,a,). Les
éléments aq, ..., a, sont algébriques sur K donc sont algébriques sur F;, donc, par la
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proposition 7.9, extension F; C Fy(ay,...,a,) est de degré fini donc algébrique. En
particulier, 8 est algébrique sur F;. Ceci montre que 'extension F; C [F1[F5 est algébrique.

Démonstration de (3). Soient K,F;,Fy, E quatre corps tels que K ¢ F; C E, K C
Fy C E, et les extensions K C Fy et K C [Fy sont algébriques. Par (2) F; C F;Fy est une
extension algébrique, puis, par (1), 'extension K C F1F, est algébrique. ]

8 Cloture algébrique

Définition. Soient ' C E; une extension de corps, Es un autre corps et o : F — [E,
un homomorphisme. Un homomorphisme 7 : E; — E, tel que 7|p = o s’appelle un
prolongement de o. Si, de plus, F C E; et ¢ = Idy, on dit que 7 est un F-homomorphisme.

Remarque.
(1) Rappelons que tout homomorphisme o : F — E entre deux corps est injectif.

(2) Si 7 : E; — Es est un F-homomorphisme, alors 7 est une application linéaire
d’espaces vectoriels sur IF.

Lemme 8.1. Soit F C E une extension algébrique. Alors tout F-endomorphisme 7 : E —
E est un automorphisme.

Démonstration. Soit 7 : E — E un F-endomorphisme. Comme souligné précédemment,
on sait déja que 7 est injectif, donc reste a démontrer que 7 est surjectif.

Soit € E. Soit p € F[X] le polynéme minimal de o. Notons «y, ...,y les racines de p
qui se trouvent dans E. On peut en toute généralité supposer que o = ;. Posons

p:ao—i—alX---—l—adXd.

Pour tout ¢ € {1,...,k} on a

p(T(w)) = ag + ar7(a) + - + agr(;)® = 7(ao) + 7(a1) () + - - - 4 7(ag)T(ay)?

=7(ap+ay i+ +agaf) =7(0) =0,

donc (o) € {ay,...,a}. Par ce qui précede, 'application 7 se restreint en une applica-
tion 7 : {ay,...,ax} = {ai,...,ar} injective. Comme {ay, ..., ax} est fini, cette applica-
tion est une bijection. On en déduit qu'il existe a; € {ay, ..., ax} tel que 7(a;) = a1 = a.
Ceci montre que 7 est surjectif. O]

Nototation. Soient Fy,[Fy, E trois corps tels que F; C E et Fy C E. On note Fy[Fy] =
[Fy[F1] le sous-anneau de E engendré par F; U F,.

Lemme 8.2. Soient Fy,Fy, E trois corps tels que Fy C E et Fy C E.
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(1) Fy[Fs5] est formé des éléments de la forme
aiby + -+ anby ,
avecn € N, ay,...,a, € Fy et by,...,b, € Fo.

(2) F1Fy est le corps des fractions de Fy[[Fy].

Démonstration. Exercice. O

Lemme 8.3. Soient F1,Fy, K1, Eo quatre corps tels que Fy C Eq et Fo CEq et 7:E; — E,
un homomorphisme. Alors

T(Fng) = T(Fl) T(Fg) .

Démonstration. Soit @ € Fi[Fy. Par le lemme 8.2, il existe n,m € N, ay,...,a,,a],
Sa €Fyet by, ... b, b, ... 0, €F,y tels que

aiby + -+ -+ ayby,
ayby + -+ albl,

Alors
T(ay) 7(by) + -+ + 7(a,) 7(bn)

T = ) ) T () 7(0,)
Ceci montre que 7(FFy) C 7(F;)7(Fq). Par ailleurs, 7(IF1F5) est un sous-corps de Es
contenant 7(IFy) et 7(Fy), donc 7(F;)7(Fy) C 7(F;F3). On en conclue que 7(F;Fy) =
()7 (). O

€ 7(Fy) 7(Fy) .

Lemme 8.4. Soient F un corps et f € F[X] un polynéme non constant. Il existe une
extension F C E telle que E contienne une racine de f.

Démonstration. Soit p un facteur premier de f. Posons M = (p). Comme p est premier
(et F[X] est un anneau principal), I'idéal M est maximal, donc E = F[X]/M est un corps.
Pour tout h € F[X] on note [h] la classe de h dans F[X]/M = E. On peut supposer F
inclus dans E via I’homomorphisme injectif

F - E,
a — |a].

Par ailleurs, si o = [X] € E, alors

Corollaire 8.5. Soient F un corps et fi,..., f, € F[X] un nombre fini de polynomes non
constants. Il existe une extension F C E telle que E contienne une racine de f; pour tout

ie{l,...,n}.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est couvert par le
lemme 8.4. On suppose que n > 2 plus 'hypotheése de récurrence. Par récurrence, il existe
une extension F C E' telle que E’ contienne une racine de f; pour tout ¢ € {1,...,n— 1}.
En considérant f,, comme un élément de E'[X] et en appliquant de nouveau le lemme 8.4,
on en déduit qu’il existe une extension E' C E telle que E contienne une racine de f,.
Alors E contient une racine de f; pour tout i € {1,...,n}. O

Définition (Rappel). On dit qu'un corps K est algébriquement clos si tout polynoéme non
constant a coefficients dans K a une racine dans K.

Lemme 8.6. Soient F un corps algébriquement clos et F C E une extension algébrique.
Alors F = E.

Démonstration. Soit o € E. Soit p € F[X] le polynéme minimal de cv. Comme F est
algébriquement clos, p est de degré 1 (voir le lemme 1.17), donc est de la forme p = a X +b
avec a,b € F, a # 0. D’ou

—b
pla)=aa+b=0 = a=—¢cF. O
a

Définition (Rappel). Soit £ un ensemble muni d’une relation d’ordre <. On dit que £
est inductif si E # () et si toute chaine de F admet un majorant.

Axiome (Lemme de Zorn). Soit E un ensemble inductif. Alors E admet un élément
mazimal.

Lemme 8.7. Soient A un anneau commutatif et I un idéal propre de A. Il existe un
idéal maximal M de A tel que I C M C A.

Démonstration. Exercice. O]

Proposition 8.8. Soit F un corps. Il existe une extension F C E telle que tout polynome
non constant f € F[X] contient une racine dans E.

Démonstration. Soit
S={Xy; feF[X]etdegf=>1}

un ensemble abstrait en bijection avec les polynomes non constants de F[X]. On considere
I'anneau F[S] des polynémes en S. Si P € F[S], il existe un nombre fini Xp,..., Xy,
d’éléments de S tels que

P=P(Xy,,....X;) €FX;, ..., X;] CF[S].

Soit
T=(f(X;); f €FX] et deg f > 1) C F[S].
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Assertion. Z est un idéal propre de F[S].

Preuve. On raisonne par I'absurde et on suppose que Z = F[S], en particulier que 1 € Z.
Il existe n € N, fi,..., fn € F[X] non constants, et P, ..., P, € F[S] tels que

(%) 1=P fi(Xp)+ -+ P fu(Xp,) -

Par le corollaire 8.5, il existe une extension F C E’ qui contient une racine «; de f; pour
tout 7 € {1,...,n}. Soit ¢ : F[S] — E’ 'homomorphisme défini par :

Ylr = Idr,
P(Xyg) =a; pourie{l,...,n},
U(Xp) =0 sif&{fi,....[a}

En appliquant ¢ a (*) on obtient
1= 9(P)Y([i(Xp)) + -+ 0(P) (f1(Xp,))
=¢(P1) filon) + -+ 9(P) filan) = 0.

Ceci est une contradiction, donc 1 € 7 et donc Z # F[S].

Fin de la démonstration. Soit M un idéal maximal de F[S] qui contient Z. Posons
E = F[S]/M. Comme M est un idéal maximal, E est un corps. Soit ¢ : F — E
I’homomorphisme naturel. Comme I est un corps, cet homomorphisme est injectif, donc
on peut supposer que [ est un sous-corps de E en I'identifiant & ¢(F).

Pour P € F[S] on note [P] I'élément de E = F[S]|/ M représenté par P. Si f € F[X] est
un polynoéme non constant, on pose

Qyp = [Xf] ck.
Alors, pour f € F[X] non constant, on a
flag) = [f(Xp)] =0,

car f(Xy) € Z C M. Ceci montre que tout polynéme non constant de F[X] admet une
racine dans [E. O

Théoreme 8.9. Soit F un corps. 1l existe une extension F C E telle que E soit
algébriquement clos.

Démonstration. On définit une suite de corps E,,, n € N, par récurrence sur n comme
suit. On pose Eg = F. Supposons que E,, soit défini. Alors E,,;; est un corps contenant £,
tel que tout polynéme non constant f € E,[X] a une racine dans E,, ;. La proposition 8.8
garantit qu’une telle extension E, C E, ., existe. On a une chaine

F:E0CE1C"'CEHCEn+1C"'
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On pose
E=|JE,.
n=0

On définit des opérations + et - dans E comme suit. Soient z,y € E. Par définition, il
existe ny,ny € N tels que x € E,,, et y € E,,,. Posons n = max{n;,ns}. On a z,y € E,.
Alors x + y est la somme de z et y dans E,, et x -y est le produit de x et y dans E,,. On
vérifie facilement que ces opérations sont bien définies et que [E muni de ces opérations est
un corps. Il est évident qu’il contient Eq = F. Reste a montrer qu’il est algébriquement
clos.

Soit

f=a+a X+ +aX?
un polynéme non constant a coefficients dans E. Pour tout i € {1,...,d} il existe n; €
N tel que a; € E,,. Posons n = max{ni,...,ngs}. Alors ay,...,a; € E,, donc f €
E,[X]. Par construction il existe o € E, 41 tel que f(a) = 0. Ceci montre que E est
algébriquement clos. O

Théoreme 8.10. Soit F un corps. Il existe une extension algébrique F C E telle que E
est algébriquement clos.

Définition. Soit F un corps. Si F C E est une extension algébrique telle que E est
algébriquement clos, on dit que E est une cloture algébrique de .

Démonstration. Par le théoreme 8.9 il existe une extension F C E telle que E est
algébriquement clos. Posons

E={a ek ; aest algébrique sur F} .

Il est clair que 0,1 € E. Soient «, 8 € E. L’extension F C F(«, 3) est de degré fini,
donc algébrique, donc a@ — 3 est algébrique sur F, et, si o« # 0 et B # 0, alors a3~! est
algébrique sur . Ceci montre que E est un sous-corps de E. De plus, par construction,
I'extension F C [E est algébrique. Reste a montrer que E est algébriquement clos.

Soit f € E[X] non constant. Comme E est algébriquement clos, f a une racine dans IE,
a. Les extension F C E et E C E(«) sont algébriques, donc l'extension F C E(«a) est
algébrique (voir proposition 7.12), donc « est algébrique sur F, c’est-a-dire o € E. Ceci
montre que E est algébriquement clos. O

Proposition 8.11. Soient F,E,IL trois corps tels que F C E et I est algébriquement
clos, o : F — L un homomorphisme, et a« € E un élément algébrique sur F. Soit
p=ay+a X+ --a;X? le polynome minimal de «,

o(p) = o(ag) + o(a) X + - + o(ag) X,

et B, ..., Bm les racines de o(p) dans L.
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(1) Pour tout i € {1,...,m} il existe une extension p; : F(a) — L de o qui envoie o
sur [3;.

(2) Sip:F(a) — L est une extension de o, alors il existe it € {1,...,m} tel que p = ;.

Remarque. On a ¢; # ¢, pour i,5 € {1,...,m}, i # j, car
pi(a) = B; # Bj = pj(a) .

Démonstration. Rappelons que I'on a 'isomorphisme
o F[X]/(p) — F(a)

qui envoie [X] sur a (voir proposition 7.5(2)). Pour i € {1,...,m} on définit I'homomor-
phisme ; : F{X]| — L en posant

~

¢i(b0+b1X—|—"'+ann) :U(bo)+0(b1)ﬁi+"'"’U(bn)ﬁ?'

On a ;(p) = o(p)(B;) = 0, donc ¥; induit un homomorphisme 1; : F[X]/(p) — L. On
pose
wi=wiop ' Fla) = L.

Il est clair que ¢; est une extension de o et ¢;(«) = ;.
Soit ¢ : F(a) = L une extension de o. Posons
v=popu:FIX]/(p) =L, ¢=vom:FX]>L,

ot 7 : F[X] — F[X]/(p) est la projection naturelle. Soit 8 = ¢(X). On a 0 = ¢(p) =
a(p)(B), donc f est une racine de p, c’est-a-dire qu'il existe i € {1,...,m} tel que 8 = f3;.
On a alors ¥ = ¢;, Y = 1; et p = ;. O

Théoreme 8.12. Soient F un corps, et F C E, F C L deux extensions algébriques telles
que 1L est algébriquement clos. Alors il existe un F-homomorphisme o : E — L.

Démonstration. Soit S I'ensemble des couples (K, 7), ou K est un sous-corps de E
contenant F (i.e. F C K CE) et 7: K — L est un F-homomorphisme. Remarquons que
S # () car (F,Idy) € S. On définit une relation d’ordre < sur S par :

(Ki,71) < (Ko, ) 51 Ky C Ky et molx, =71

Soit C = {(K;, 7;) }ier un chaine non vide dans S. Posons

K:U&.

iel
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Montrons que K est un sous-corps de E. Soient o, € K. 1l existe i,5 € [ tels que
a € K; et § € K;. On peut en toute généralité supposer que (K;, 7;) < (K;,7;). On alors
a,f€K;,donca—peK; CcKet,sia,f#0, a8 €K; CK.

On définit 7 : K — L comme suit. Soit o € K. Soit i € [ tel que a € K;. On pose

On vérifie facilement que 7 est bien défini et est un homomorphisme. Il est clair que
(K, 7) est un majorant de C.

Par le lemme de Zorn, & a un élément maximal, (K, 7). Montrons par ’absurde que
K = E. On suppose que K # E. On choisit & € E \ K. Comme « est algébrique sur K,
par la proposition 8.11, 7 admet une extension 7 : K(a) — L. On a (K(«),7) € S et
(K, 7) < (K(«),T) ce qui contredit la maximalité de (K, 7). Dot K=E et 7: E — L est
un F-homomorphisme. O

Théoreme 8.13. Soient F un corps et K1, Ey deux clotures algébriques de F. Alors il
existe un F-isomorphisme 7 : By — Eo.

Démonstration. Par le théoreme 8.12 il existe un F-homomorphisme 7 : E; — E5. On
sait que 7 est injectif car [E; est un corps, donc il reste a montrer que 7 est surjectif.
Comme E; est algébriquement clos, 7(E;) est aussi algébriquement clos. Par ailleurs
F C E,; est une extension algébrique et F C 7(E;) C E,, donc 7(FE;) C Ey est une
extension algébrique. Par le lemme 8.6 on en conclue que 7(E;) = E,. [

9 Corps de décomposition et extensions normales

Définition. Soient F un corps, K D F une extension, et f € F[X] un polynéme non
constant. On dit que K est un corps de décomposition de f s’il existe aq,...,ap € K et
c € F tels que

f=cX —a)(X —ag)--- (X =),

et K=F(ay,...,qp).
Remarque. Dans la définition antérieure ¢ doit étre le coefficient dominant de f.

Théoréeme 9.1. Soient F un corps et f € F[X] un polynéme non constant.

(1) Soient Ki,Ky deux corps de décomposition de f. Alors il existe un F-isomorphisme
(0 Kl — Kg.

(2) Soit L une cloture algébrique de F. Il existe un unique sous-corps K C L tel que
F C K et K est un corps de décomposition de f.
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Démonstration. Notons c le coefficient dominant de f. Soient ay,...,q; € Ky tels que
f=dX =—a) (X —a)

et Ky =F(ay,...,q), et f1,..., 0 € Ky tels que
f=dX =5)-- (X =)

et Ko =TF(f1,...,0). Soit Ly une cloture algébrique de Ky. Comme F C Ky et Ky C Ly
sont des extensions algébriques, F C Ly est une extension algébrique. Comme, de plus, Ly
est algébriquement clos, Ly est une cloture algébrique de F. Le fait que F C K; est une

extension algébrique, par le théoreme 8.12, implique qu’il existe un F-homomorphisme
(0 Kl — LQ.

Notons ¢ : K;[X] — Ly[X] I'homomorphisme induit par o. On observe que
f=o(f) =X =o(a)) (X = o(a))

donc (), ...,0(q) sont les racines de f dans Lo, donc {o(ay),...,0(a)} = {51, ..,
G} 1l en résulte qu'il existe une permutation x € &; telle que ;) = o(a;) pour tout 4,
d’ou O'(Kl) = F(O’(O&l), c. 70(0{[)) = F(ﬂl, c. ,BZ) = Kg.

Maintenant on démontre la seconde partie du théoreme. On suppose que LL est une cloture
algébrique de F. Soient aq, ..., q; les racines de f dans .. On a

f=cX —a1) (X —a).

Posons K = F(ay,...,q;). Alors K est un corps de décomposition de f inclus dans LL. 11
est clairement le seul corps de décomposition de f inclus dans L. O

Corollaire 9.2. Soient F un corps et f € F[X] un polynéme non constant. Alors il existe
un corps de décomposition de f.

Définition. Soient F C K une extension de corps et F = { f; };c; une famille de polynomes
dans F[X]. On dit que K est un corps de décomposition de F si

(a) fi; se décompose en facteurs linéaires dans K[X] pour tout i € I ;

(b) K est I'extension de F engendré par toutes les racines de tous les f;.

Théoréme 9.3. Soient F un corps et F = {fi;}ier une famille de polynomes dans F[X].

(1) Soient Ky, Ky deux corps de décomposition de F. Alors il existe un F-isomorphisme
(o Kl — KQ.

(2) Soit L une cloture algébrique de F. Il existe un unique sous-corps K C L tel que
F C K et K est un corps de décomposition de F.
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Démonstration. Exercice. O

Corollaire 9.4. Soient F un corps et F = { fi}ier une famille de polynémes dans F[X].
Alors il existe un corps de décomposition de JF.

Théoreme 9.5. Soient F un corps, L une cloture algébrique de F, et K un corps tel que
FcKcCL. Alors les 3 conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Tout F-homomorphisme o : K — L induit un F-automorphisme o : K — K.

(b) K est un corps de décomposition pour une famille F = {f;}icr de polynomes de
F[X].

(c) Tout polynome irréductible de F[X| ayant une racine dans K se décompose en fac-
teurs linéaires dans K[X].

Démonstration. (a) = (c). On suppose que tout F-homomorphisme o : K — L induit
un F-isomorphisme o : K — K. Soit p € F[X] un polynéme irréductible ayant une racine
a € K. Soient ag, ..., aq les racines de p qui sont dans .. On a

p=c(X —ay) (X —ay),
ol ¢ est le coefficient dominant de p.

Par la proposition 8.11, pour tout i € {1,...,d} il existe un F-homomorphisme ¢; :
F(a) — LL qui envoie « sur ;. Par le théoreme 8.12 (il faut le modifier un peu) ¢; s’étend
en un F-homomorphisme ¢; : K — L. Par hypothese, I'image de ¢; est K, en particulier
a; = ¢;(a) € K. Ceci montre que p se décompose en facteurs linéaires dans K[X].

(c) = (b). Soit F l'ensemble des polynomes irréductibles p € F[X] ayant une racine
dans K. Montrons que K est le corps de décomposition de F. Soit p € F. Alors p
se décompose en facteurs linéaires par définition. Soit a € K\ F. Soit p le polynéme
minimal de o dans F[X]. Alors p est un polynome irréductible dans F[X] qui a au moins
une racine dans K, donc p € F. Ceci montre que K est I'extension de F engendrée par
les racines des éléments de F.

(b) = (a). Supposons que K est le corps de décomposition d'une famille F = {f; }ic;
de polynomes dans F[X]. Soit ¢ : K — L un F-plongement. Le corps o(K) est aussi un
corps de décomposition de F. L’unicité d’un tel corps implique que o(K) = K, donc o
induit un F-automorphisme o : K — K. O]

Définition. Si une extension F C K vérifie les trois propriétés équivalentes du théore-
me 9.5, on dit que ' C K est une extension normale ou quasi-galoisienne.

Théoréme 9.6.
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(1) Soient F,K,LL trois corps tels que F C K C L. Si l'extension F C L est normale,
alors 'extension K C IL est normale.

(2) Soient F, K, Ky, quatre corps tels que F CK; CL et FC Ky CL. SiF CK;y et
F C Ky sont deux extensions normales, alors F C KKy est une extension normale.

(3) Soient F, Ky, Ky, L quatre corps tels que F C Ky CL et F C Ky C L. Si F C Ky
et F C Ky sont deux extensions normales, alors F C K; N Ky est une extension
normale.

Démonstration. On se donne trois corps IF, K, L tels que F C K C L et on suppose que
'extension F C L est normale. Soit L une cloture algébrique de L. Alors L est aussi une
cloture algébrique de F et de K. Si 0 : L. — L est un K-plongement, alors o : L. — L est
un F-plongement, donc (L) = L car F C L est une extension normale. Ceci montre que
K C LL est une extension normale.

Soient F, Ky, Ky, I quatre corps tels que F C Ky CL, FCKy; CLet F C Ky, F C Ky
sont des extensions normales. Posons

LY = {a € L; a est algébrique sur F} .

Alors LY est un corps, K;, Ky C L% car F C K; et F C K, sont des extensions algébriques,
et KiK, C L° par la proposition 7.12. Soit L une cloture algébrique de L°. C’est aussi
une cloture algébrique de K;, Ky et KiK,. Soit o : KKy — L un F-plongement. On a
0(KiKy) = 0(K;)o(Ky) par le lemme 8.3 et 0(K;) = K et 0(Ky) = Ky car F C K et
F C K, sont des extensions normales, donc 0(K;Ky) = K;K;. Ceci montre que F C KKy
est une extension normale.

Soit ¢ : K; N Ky — L un F-plongement. Alors o s’étend en un F-plongement 7 : L0 — L.
Comme F C K; et F C Ky sont des extensions normales, on a 7(K;) = K; et 7(Ky) = Koy,
donc

o(K;NKy) =7(K; NKy) =7(Ky) N7(Ky) =Ky NK,.

Ceci montre que F C K; N Ky est une extension normale. ]

10 Corps finis

Théoréme 10.1.

(1) Soient p un nombre premier et n un entier > 1. Alors il eziste un corps F, de

cardinal q, ou q = p".

(2) Soit K un corps fini. Alors il existe un nombre premier p et un entier n > 1 tels
que K~T,, ot q=p".
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Démonstration. Soit p un nombre premier. Posons F, = Z/pZ. Alors F, est un corps
de cardinal p. Soit maintenant n un entier > 1. Posons ¢ = p" et notons IF, le corps
de décomposition de f = X? — X sur F,. Soit U l’ensemble des racines de f. On va
montrer que F, = U. Toute les racines de f sont simples (car f' =1 # 0), donc on aura
F,| = [U] = deg f = .

Pour montrer que U = FF, il suffit de montrer que U est un sous-corps de [F,. Comme U
contiendra toutes les racines de f et IF, est un corps de décomposition de f, cela impliquera
que F, = U.

e 09—0=0,donc 0 € U. Par ailleurs, 19—1=1—-—1=0,donc 1 € U.

e Soit « € U. Sip = 2, alors —a = «a, donc —a € U. Sip # 2, alors ¢ = p" est
impair, donc
(—a)" = (-a) = —(a"—a) = 0.

Dans les deux cas on a —a € U.

e Soit « € U, a # 0. Alors

al—a=a(@™t-1)=0
a1l —1=0
a?~t=1
oty =1
(aH—al=0

R R

donc o™t € U.
e Soient a, 5 € U. Alors
(a4 8 =a? + B = (a+ B =al + B = a + B,
donc a+ § € U. Par ailleurs
(a8)" = atB" = af,
donc aff € U.

e Soit a € F,,. Si a =0, alors a? = a = 0. Supposons que a # 0. Alors a appartient a
[, qui est d’ordre p — 1, donc a’P~' =1, donc a” = a. Finalement,
n—1 n—1

al = ()" =a”" =...=a,

dotaeU.
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Ces points montrent U est un sous-corps de F, contenant I,.

Soit K un corps fini. Rappelons I’homomorphisme caractéristique p : Z — K, 1 — 1g.
Soit pZ le noyau de . Z/pZ est isomorphe a un sous-anneau de K qui est integre, donc
doit étre integre, donc p est un nombre premier. En identifiant Z/pZ & I'image de p, on
peut supposer que F, = Z/pZ est un sous-corps de K.

Notons n la dimension de K vu comme espace vectoriel sur IF,. Comme K est isomorphe
a (F,)™ en tant qu’espace vectoriel sur F,,, on a |K| = p". Posons ¢ = p". Soit a € K.
Si =0, alors a? —a =0—0 = 0. Supposons que « # 0. On a o € K* qui est d’ordre
q — 1, donc
al™t =1
= a'—1=0
= al—a=0

Donc, tout élément de K est une racine de f = X9 — X, donc K C F,. Comme, de plus,
|K| = |F,| = q, on conclue que K =F,. ]

Définition. Soient p un nombre premier et n un entier > 1. Posons ¢ = p™. Alors
I’application
p: F, = F,
a — of

est un automorphisme appelé automorphisme de Frobenius.

Définition. Soit K un corps. Le groupe de Galois de K est le groupe Gal(K) de auto-
morphismes de K. Si F C K est une extension, on note aussi Gal(K/F) le groupe des
[F-automorphismes de K.

Théoreme 10.2. Soient p un nombre premier et n,m deux entiers > 1. Posons q = p™.

Alors Gal(F,m /F,) est un groupe cyclique d’ordre m engendré par ¢", ot ¢ : Fgm — Fym
est ['automorphisme de Frobenius.

Démonstration. Posons ¢ = ¢". Pour a € F, on a

U(a) =¢"(a) =" =a,
donc 1 est bien un [ -automorphisme. Par ailleurs, pour a € Fym, on a

") =" (a) =’ = a,

donc 9™ = Id. Soit d l'ordre de . Par ce qui précede, d divise m (et donc d < m). Pour
tout o € Fym on a

a=1¢%a) = ¢"(a) = ",

donc tout élément de Fym est racine du polynome g = X?™ — X, donc p > [Fym| = p™™.
Ceci implique que d > m, donc d = m. On a donc que ¢ est un élément de Gal(Fm /IF,)
d’ordre m. Reste a montrer qu’il engendre Gal(F,n /F,).

53



On raisonne par récurrence sur m. Supposons que m = 1. On a alors Gal(Fm /F,) =
Gal(F,/F,) = {Id} et ¢ = Id, donc ¢ engendre Gal(F,m/F,).

On Suppose que m > 2 plus 'hypothese de récurrence. On choisit oy € Fym \ F,. Soit
h € F,[X] le polynéme minimal de aq et d son degré. On a d > 2 car ap ¢ F,. De
plus [Fy(ao) : F)] = d et {1,aq,...,a07'} est une base de F,(ag) sur F,. Par ailleurs,
solent g, v, ...,a,_1 les racines de h qui sont incluses dans F,(ag). Pour tout p €
Gal(F,(ap)/F,), il existe i € {0,1,...,7 — 1} tel que p(ap) = ;. Par ailleurs, pour
i€{0,1,...,r—1}, il existe au plus un p € Gal(F,(ap)/F,) tel que p(ap) = ;. En effet,
sip, p € Gal(F,(ap)/F,) sont tels que p(ag) = p'(ag) = au, alors (p~ o p') () = a, donc
(p~'op)(ak) = af pour tout k € {0,1,...,d—1}, donc p~top' =1Id car {1, aq,...,ad"'}
est une base de F,(ag) vu comme espace vectoriel sur F, et p~' o p’ est linéaire sur F,.
D’ou p = p’. Ceci montre que

Gal(Fy(ao)/Fy)| <7 <d.

Par ailleurs, comme |F,(ap)| = ¢%, on a Fy(ap) ~ Fq, donc, par ce qui précede, {¢*;0 <
k < d—1} est un sous-ensemble de Gal(F,(a)/F,) de cardinal d. Il en résulte que

Gal(Fy(ag)/F,) = {¢*0 <k <d—1}.

Considérons I'extension Fy(o) = Fpa C Fgm. Posons d' = [Fym : Fa]. On a

U

q" = |Fyn| = [Fpa|” = ¢,

donc m = dd'. De plus, comme d > 2, on a d’ < m. Par hypothese de récurrence, il s’en
suit que Gal(Fym /F,q) est un groupe cyclique d’ordre d' engendré par ¢"* = <.

Soit p € Gal(Fgm /F,). Pour tout a € Fy(ag) = Fa on a

pla)” = pla) = p(a” —a) = p(0) =0,

donc p(a) € Fpu. Dot p(Fu) C Fua. Par ce qui précede, on sait qu'il existe k& €
{0,1,...,d — 1} tel que phpqd = W“hqu. Posons p' = po~*. On a p’]]qu = Id, donc p’ €
Gal(Fym /Fa). Par ce qui précede, il existe [ € {0,1,...,d" — 1} tel que p/ = (%)} = ¢!
Finalement, p = p'y)* = ¢4, Ceci montre que Gal(F,= /F,) est engendré par . O

Corollaire 10.3. Soient p un nombre premier et n un entier > 1. Posons q = p". Alors
Gal(IF,) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par l’automorphisme de Frobenius.

Démonstration. Soit p € Gal(F,). On a p(1) =1, donc
pk) =p(14+1+---+1)=p(1)+p(1)+---+p(1)=14+1+---+1=k

pour tout k € F,, donc plg, = Id, c’est-a-dire p € Gal(F,/F,). Ceci montre que Gal(IF,) =
Gal(F,/F,). Par le théoreme 10.2 il s’en suit que Gal(FF,) est un groupe cyclique d’ordre
n engendré par o' = ¢, ol ¢ désigne 'automorphisme de Frobenius. O]
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