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Partie 1 : Les polynômes

1 Définitions et propriétés de base

Définition. Soit A un anneau commutatif. L’ensemble des polynômes (à une variable)
à coefficients dans A, noté A[X], est l’ensemble des applications f : N → A qui valent 0
sauf un un nombre fini d’éléments de N.

Définition. Soient a ∈ A et n ∈ N. On note aXn le polynôme

aXn : N → A

k 7→
{

0 si k 6= n
a si k = n

On observe que tout polynôme f ∈ A[X] s’écrit sous la forme

f = a0X
0 + a1X + · · ·+ anX

n ,

où n ∈ N et ai ∈ A pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. Le terme ai s’appelle le i-ème coefficient
de f .

Définition. On définit la somme et la multiplication dans A[X] comme suit. Soient
f =

∑n
i=0 aiX

i et g =
∑m

j=0 bjX
j. Alors

f + g =

Sup(n,m)∑
i=0

(ai + bi)X
i , f · g =

n+m∑
k=0

(∑
i+j=k

ai + bj

)
Xk .

Proposition 1.1.

(1) A[X] muni de la somme et la multiplication est un anneau commutatif.

(2) L’application
A → A[X]
a 7→ aX0

est un homomorphisme injectif.
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Démonstration. Exercice.

Définition. Soient A un sous-anneau d’un anneau B et f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ A[X].

L’application polynomiale à valeurs dans B associée à f est l’application

fB : B → B
b 7→

∑n
i=0 ai b

i

Définition. Soient A un sous-anneau d’un anneau B et b ∈ B. L’application

evB : A[X] → B
f 7→ fB(b)

s’appelle l’homomorphisme d’évaluation. C’est un homomorphisme (comme son nom
l’indique). L’image de evB se note A[b]. C’est le sous-anneau de B engendré par A∪ {b}.
On dit que b est transcendant sur A si evB est injectif.

Exemple 1.
√

2 n’est pas transcendant sur Z car, si f = X2 − 2, alors f(
√

2) = 0.
L’anneau Z[

√
2] est formé des nombres de la forme a

√
2 + b avec a, b ∈ Z (exercice).

Exemple 2. Soit K un corps fini. Il existe un polynôme non nul sur K dont la fonction
polynomiale sur K est nulle.

Définition. Soient A un anneau commutatif et

f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n , an 6= 0 ,

un polynôme non nul. Le nombre n s’appelle le degré de f et se note n = deg f . Le
coefficient an s’appelle le coefficient dominant et se note an = cd(f). Par convention, le
degré du polynôme nul est −∞. Un polynôme constant est un polynôme de degré 0 ou
nul. Un polynôme linéaire est un polynôme de degré 1.

Définition. Soit A un anneau. Un élément a ∈ A \ {0} est un diviseur de zéro s’il existe
b ∈ A \ {0} tel que ab = 0. On dit que A est intègre s’il n’a pas de diviseur de zéro.

Proposition 1.2. Soient A un anneau intègre et f, g ∈ A[X]. Alors

deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g} , deg(f · g) = deg f + deg g .

Démonstration. Exercice.

Corollaire 1.3. Si A est intègre alors A[X] l’est aussi.

Démonstration. Exercice.
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Théorème 1.4 (Théorème d’Euclide). Soient A un anneau commutatif et f, g ∈ A[X]
tels que g 6= 0 et cd(g) est inversible dans A. Alors il existe des polynômes q, r ∈ A[X]
uniques tels que

f = qg + r , deg r < deg g .

Définition. L’expression f = qg + r s’appelle la division de f par g, q est le quotient et
r le reste de la division.

Démonstration. Existence : Si f = 0, alors on pose q = r = 0 et on a bien f = qg+ r
et deg r = −∞ < deg g. On peut donc supposer que f 6= 0.

On pose
f = a0 + a1X + · · ·+ anX

n , g = b0 + b1X + · · ·+ bdX
d ,

où an 6= 0 et bd 6= 0. En particulier, deg f = n, deg g = d et b−1d existe. On va démontrer
l’existence de q et r par récurrence sur n.

Supposons que n = 0. Si d = 0, on pose q = a0b
−1
0 et r = 0, et on a bien f = qg + r et

deg r = −∞ < 0 = deg g. Si d > 0, on pose q = 0 et r = f , et on a bien f = qg + r et
deg r = 0 < d = deg g.

On suppose que n > 0 plus l’hypothèse de récurrence. Si n < d on pose q = 0 et r = f ,
et on a bien f = qg+ r et deg r = n < d = deg g. On peut donc supposer que n ≥ d. Soit

f1 = f − b−1d anX
n−dg .

On observe que deg f1 < deg f . Par hypothèse de récurrence, il existe q1, r ∈ A[X] tels
que f1 = q1g + r et deg r < deg g. Soit

q = q1 + b−1d anX
n−d .

Alors

f = f1 + b−1d anX
n−dg = q1g + r + b−1d anX

n−dg = (q1 + b−1d anX
n−d)g + r = qg + r ,

et deg r < deg g.

Unicité : Observons d’abord que, si h1, h2 sont deux polynômes non nuls et le coefficient
dominant de h1 est inversible, alors

deg(h1h2) = deg(h1) + deg(h2) .

Supposons donnés q1, q2, r1, r2 ∈ A[X] tels que

f = q1g + r1 = q2g + r2 , deg r1, deg r2 < deg g .
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On a
(q1 − q2)g = r2 − r1

donc
deg(q1 − q2) + deg g = deg(r2 − r1) .

Par ailleurs
deg(r2 − r1) ≤ max{deg r1, deg r2} < deg g .

Ceci n’est possible que si q1−q2 = 0, c’est-à-dire q1 = q2. Il s’en suit aussi que r1 = r2.

Définition. On dit qu’un anneau A est principal s’il est intègre et si tout idéal de A est
monogène (i.e. engendré par un seul élément).

Théorème 1.5. Si K est un corps, alors K[X] est un anneau principal.

Démonstration. On sait déjà que K[X] est intègre. Soit I un idéal non nul de K[X].
Posons

d = min{deg f | f ∈ I \ {0}} .

Soit f0 ∈ I tel que deg f0 = d. On va montrer que I = (f0).

Comme f0 ∈ I on a (f0) ⊂ I. Montrons que I ⊂ (f0). Soit f ∈ I. Soit f = qf0 + r
la division de f par f0. On a r = f − qf0 ∈ I. Par ailleurs deg r < deg f0 = d. Par la
minimalité de d, on en conclue que r = 0, donc f = qf0 ∈ (f0).

Définition. Soient A un anneau et a ∈ A. On dit que a est une unité s’il existe b ∈ A
tel que ab = 1. L’ensemble des unités de A est un groupe noté U(A). Un élément a ∈ A
est irréductible si a 6∈ U(A) et, si a = a1a2, alors a1 ∈ U(A) ou a2 ∈ U(A). On dit que A
est factoriel si

(a) tout a ∈ A \ {0} s’écrit sous la forme

a = ux1x2 · · ·xn ,

avec u ∈ U(A) et x1, . . . , xn irréductibles ;

(b) si, pour a ∈ A \ {0}, on a

a = ux1x2 · · ·xp = vy1y2 · · · yq ,

où u, v ∈ U(A) et x1, . . . , xp, y1, . . . , yq sont irréductibles, alors p = q et, à permuta-
tion près,

xi = wiyi ,

où wi ∈ U(A) pour tout i ∈ {1, . . . , p}.
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Théorème 1.6. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. Exercice.

Corollaire 1.7. Si K est un corps, alors K[X] est un anneau factoriel.

Lemme 1.8. Soit A un anneau intègre. Alors U(A[X]) = U(A).

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient A,B deux anneaux tels que A ⊂ B et f ∈ A[X]. On dit que b ∈ B
est une racine de f si fB(b) = 0.

Théorème 1.9. Soient A un anneau intègre et f ∈ A[X] un polynôme non nul de degré
d ≥ 0.

(1) f a au plus d racines.

(2) Si a ∈ A est une racine de f , alors (X − a) divise f .

Démonstration. Soit a une racine de f . Soit f = q(X − a) + r la division de f par
(X − a). On a deg r < deg(X − a) = 1, donc r est un polynôme constant, c’est-à-dire
qu’il existe b ∈ A tel que r = b. On a

0 = f(a) = q(a) · (a− a) + b = b ,

d’où f = q(X − a). Donc, (X − a) divise f .

On démontre par récurrence sur deg f que f a au plus deg f racines. Si deg f = 0, alors
il existe b ∈ A \ {0} tel que f = b. Si a ∈ A, alors f(a) = b 6= 0, donc f n’a pas de racine.

Supposons que deg f > 0 plus l’hypothèse de récurrence. Si f n’a pas de racine, alors le
nombre de racines est trivialement inférieur au degré de f . On peut donc supposer que f
a une racine, a0. Par ce qui précède, il existe g ∈ A[X] tel que f = g(X − a). On a

deg f = deg g + deg(X − a) = deg g + 1 ,

c’est-à-dire deg g = deg f − 1. Par ailleurs, si a est une racine de f différente de a0 alors

0 = f(a) = g(a) · (a− a0) ,

donc g(a) = 0 car A est intègre et a− a0 6= 0. En d’autres termes, l’ensemble des racines
de f est la réunion de l’ensemble de racines de g avec {a0}. Comme, par hypothèse de
récurrence, g a au plus deg g racines, on en conclue que f a au plus deg g + 1 = deg f
racines.
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Corollaire 1.10. Soient A un anneau intègre, T ⊂ A une partie infinie, et f ∈ A[X] un
polynôme tel que f(x) = 0 pour tout x ∈ T . Alors f = 0.

Corollaire 1.11. Soient A un anneau intègre, T ⊂ A une partie infinie, et f ∈
A[X1, . . . , Xn]. Si f s’annule sur T n, alors f est nul.

Démonstration. Exercice.

Corollaire 1.12. Soient n ∈ N, n ≥ 1, A un anneau intègre infini, et F(An, A) l’anneau
des applications de An dans A. Alors l’application ϕ : A[X1, . . . , Xn] → F(An, A), qui à
un polynôme associe sa fonction polynomiale, est un homomorphisme injectif.

Lemme 1.13. Soit G un groupe abélien fini. Si G n’est pas cyclique, alors il existe un
sous-groupe H de G et un nombre premier p ≥ 2 tel que H soit isomorphe à Z/pZ×Z/pZ.

Démonstration. Exercice.

Théorème 1.14. Soient A un anneau intègre et G un sous-groupe fini de U(A). Alors
G est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de U(A). Supposons que G n’est pas cyclique.
Par le lemme 1.13 il existe un nombre premier p ≥ 2 et un sous-groupe H de G tel que H
soit isomorphe à Z/pZ × Z/pZ. On observe que |H| = p2 et tout élément a ∈ H vérifie
ap = 1, c’est-à-dire tout élément a ∈ H est racine de f = Xp−1. Or, par le théorème 1.9,
f ne peut pas avoir plus de p racines, ce qui est contradictoire car |H| = p2 > p. On en
conclue que G est cyclique.

Corollaire 1.15. Soit K un corps fini. Alors K∗ est un groupe cyclique.

Définition. Soit K un corps. Soient x ∈ K∗ et n ∈ N, n ≥ 2. On dit que x est une
racine n-ème de l’unité si xn = 1. On note µn(K) l’ensemble de toutes les racines n-èmes
de l’unité et µ(K) = ∪∞n=2 µn(K).

Lemme 1.16. Soit K un corps.

(1) µ(K) est un sous-groupe de K∗.

(2) µn(K) est un sous-groupe cyclique de K∗ d’ordre au plus n.

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient K un corps et n ∈ N, n ≥ 2. Un générateur de µn(K) s’appelle une
racine primitive n-ème de l’unité.

Définition. On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynôme non constant
à coefficients dans K a une racine dans K.
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Lemme 1.17. Soit K un corps algébriquement clos. Alors un polynôme f ∈ K[X] est
irréductible si et seulement s’il est de degré 1.

Démonstration. Par le lemme 1.8 on a U(K[X]) = U(K) = K∗, donc les polynômes
irréductibles sont de degré ≥ 1 (il ne peuvent être ni 0, ni des unités). Si f ∈ K[X] est
de degré 1 et f = f1f2, alors

1 = deg f = deg f1 + deg f2 ,

donc deg f1 = 0 ou deg f2 = 0, donc f1 ∈ K∗ = U(K[X]) ou f2 ∈ K∗U(K[X]). Ceci
montre que f est irréductible. Réciproquement, soit f ∈ K[X] un polynôme irréductible.
Rappelons que, par ce qui précède, deg f ≥ 1. Par définition, f admet une racine, a ∈ K.
Par le théorème 1.9, (X − a) divise f , donc, comme f est irréductible, f est de la forme
f = b(X − a) avec b ∈ U(K[X]) = K∗. En particulier f est de degré 1.

Corollaire 1.18. Soit K un corps algébriquement clos. Alors tout polynôme non constant
f ∈ K[X] de factorise sous la forme

f = c (X − a1)m1(X − a2)m2 · · · (X − ad)md ,

où a1, . . . , ad sont les racines de f , mi ≥ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , d} et m1 + · · · + md =
deg f .

Définition. Soient A un anneau commutatif et

f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n ∈ A[X] .

Le polynôme dérivé de f est

f ′ = a1 + 2 a2X + · · ·+ n anX
n−1 .

Lemme 1.19. Soient f, g ∈ A[X] et a ∈ A. Alors

(f + g)′ = f ′ + g′ , (fg)′ = f ′ · g + f · g′ , (af)′ = a f ′ .

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient K un corps, f ∈ K[X] un polynôme non constant, et a ∈ K une racine
de f . On peut écrire f sous la forme

f = g(X − a)m ,

où g ∈ K[X] est tel que g(a) 6= 0, et m ≥ 1. Le nombre m s’appelle la multiplicité de la
racine a. Si m ≥ 2, on dit que a est une racine multiple.
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Proposition 1.20. Soient K un corps, f ∈ K[X] un polynôme non constant, et a ∈ K
une racine de f . Alors a est racine multiple si et seulement si f ′(a) = 0.

Démonstration. On écrit f sous la forme f = g(X − a)m où g ∈ K[X] est tel que
g(a) 6= 0, et m ≥ 1. Supposons que m = 1. Alors

f ′ = g + g′(X − a)

donc
f ′(a) = g(a) + g′(a)(a− a) = g(a) 6= 0 .

Supposons que m ≥ 2. Alors

f ′ = mg(X − a)m−1 + g′(X − a)m ,

donc
f ′(a) = mg(a)(a− a)m−1 + g′(a)(a− a)m = 0 .

Définition. Soit K un corps. L’homomorphisme c : Z → K défini par c(m) = m 1K
s’appelle l’homomorphisme caractéristique de K.

Lemme 1.21. Soient K un corps et c : Z → K l’homomorphisme caractéristique de K.
Soit Ker c = {0}, soit il existe un nombre premier p ≥ 2 tel que Ker c = pZ.

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient K un corps et c : Z → K l’homomorphisme caractéristique. On dit
que K est de caractéristique 0 si Ker c = {0} et on dit que K est de caractéristique p si
Ker c = pZ, où p est un nombre premier.

Théorème 1.22. Soit K un corps.

(1) K est de caractéristique 0 si et seulement s’il contient un sous-corps isomorphe à
Q.

(2) K est de caractéristique p si et seulement s’il contient un sous-corps isomorphe à
Fp = Z/pZ.

Démonstration. Exercice.

Lemme 1.23. Soient p un nombre premier, K un corps de caractéristique p, et a, b ∈ K.
Alors

(a+ b)p = ap + bp , (ab)p = apbp .
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Démonstration. L’égalité (ab)p = apbp est évidente, donc on doit juste démontrer
(a+ b)p = ap + bp.

Soit k ∈ {1, . . . , p− 1}. Rappelons que

Ck
p =

p!

k! (p− k)!
.

Comme p ne divise aucun élément de {1, . . . , p− k}, p ne divise pas (p− k)!. De même,
p ne divise pas k!. Comme p divise p!, on en déduit que p divise Ck

p . Il s’en suit que

Ck
p 1K = 0K ,

donc
Ck
p x = (Ck

p 1K)x = 0K x = 0K

pour tout x ∈ K. Finalement

(a+ b)p =

p∑
k=0

Ck
p a

p−kbk = ap + bp .

Corollaire 1.24. Soit K un corps de caractéristique p ≥ 2. Alors l’application

ϕ : K → K
x 7→ xp

est un endomorphisme.

Définition. L’endomorphisme du Corollaire 1.24 s’appelle l’endomorphisme de Froebe-
nius.

Lemme 1.25.

(1) Soient K un corps et A un anneau. Alors tout homomorphisme K→ A est injectif.

(2) Si K est un corps fini, alors tout endomorphisme K→ K est un automorphisme.

Démonstration. Exercice.

Corollaire 1.26. Soit K un corps de caractéristique p ≥ 2. Alors l’endomorphisme de
Froebenius ϕ : K→ K est injectif. C’est un automorphisme si K est fini.

Corollaire 1.27. Soient K un corps de caractéristique p ≥ 2 et a ∈ K. Alors, pour tout
r ∈ N,

Xpr − apr = (X − a)p
r

.

Exemple. Soit K un corps de caractéristique p ≥ 2. Alors, pour r ∈ N,

Xpr − 1 = (X − 1)p
r

.

En particulier, il existe une unique racine pr-ème de l’unité dans K : 1.
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2 Polynômes à coefficients dans un anneau factoriel

Définition. Soit A un anneau intègre. Un élément a ∈ A est irréductible s’il n’est ni nul,
ni inversible, ni produit de deux éléments non inversibles. Il est premier s’il n’est ni nul
ni inversible et si, pour tout produit b1b2 divisible par a, l’un des deux facteurs b1 ou b2
est divisible par a.

Lemme 2.1. Soient A un anneau intègre et a ∈ A.

(1) Si a est premier, alors a est irréductible.

(2) Supposons que A soit factoriel. Alors a est premier si et seulement s’il est irréduc-
tible.

Démonstration. Exercice.

Théorème 2.2. Soit A un anneau intègre. Il existe un corps K, unique à isomorphisme
près, tel que

(a) A s’identifie à un sous-anneau de K ;

(b) Pour tout x ∈ K il existe a ∈ A \ {0} tel que ax ∈ A.

Démonstration. Soit ∼ la relation dans A× A \ {0} définie par

(a, b) ∼ (a′, b′) si ab′ = a′b .

On vérifie facilement que ∼ est une relation d’équivalence et on note K l’ensemble des
classes d’équivalence. Par ailleurs, la classe d’une paire (a, b) sera notée a

b
.

On définit une somme et une multiplication dans K par

a1
b1

+
a2
b2

=
a1b2 + a2b1

b1b2
,

a1
b1
· a2
b2

=
a1a2
b1b2

.

Montrons que ces opérations sont bien définies. Supposons que a1
b1

=
a′1
b′1

et a2
b2

=
a′2
b′2

. Alors

(a1b2 + a2b1)b
′
1b
′
2 = a1b

′
1b2b

′
2 + a2b

′
2b1b

′
1 = a′1b1b2b

′
2 + a′2b2b1b

′
1 = (a′1b

′
2 + a′2b

′
1)b1b2 ,

donc
a1b2 + a2b1

b1b2
=
a′1b
′
2 + a′2b

′
1

b′1b
′
2

.

De plus
a1a2b

′
1b
′
2 = a′1a

′
2b1b2 ,
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donc
a1a2
b1b2

=
a′1a

′
2

b′1b
′
2

.

Montrons que K muni de ces deux opération est un corps. On pose 0K = 0
1

et 1K = 1
1
.(

a1
b1

+
a2
b2

)
+
a3
b3

=
a1b2b3 + a2b1b3 + a3b1b2

b1b2b3
=
a1
b1

+

(
a2
b2

+
a3
b3

)
,

a1
b1

+
a2
b2

=
a1b2 + a2b1

b1b2
=
a2
b2

+
a1
b1
,

a1
b1

+ 0K =
a1 1 + 0 b1

b1 1
=
a1
b1
,

a1
b1

+
−a1
b1

=
a1b1 − a1b1

b21
=

0

b21
=

0

1
= 0K ,

donc (K,+) est un groupe abélien. De plus,(
a1
b1
· a2
b2

)
· a3
b3

=
a1a2a3
b1b2b3

=
a1
b1
·
(
a2
b2
· a3
b3

)
,

a1
b1
· a2
b2

=
a1a2
b1b2

=
a2
b2
· a1
b1
,

a1
b1
· 1K =

a1 1

b1 1
=
a1
b1
,

a1
b1
· b1
a1

=
a1b1
a1b1

=
1

1
= 1K , si a1 6= 0 .

Finalement,

a1
b1

(
a2
b2

+
a3
b3

)
=
a1a2b3 + a1a3b2

b1b2b3
=
a1a2b1b3 + a1a3b1b2

b21b2b3
=

(
a1
b1
· a2
b2

)
+

(
a1
b1
· a3
b3

)
.

Montrons que l’application
ϕ : A → K

a 7→ a
1

est un homomorphisme injectif.

ϕ(a) + ϕ(b) =
a

1
+
b

1
=
a 1 + b 1

1
=
a+ b

1
= ϕ(a+ b) ,

ϕ(a) · ϕ(b) =
a

1
· b

1
=
ab

1
= ϕ(ab) ,

ϕ(1) =
1

1
= 1K ,

donc ϕ est un homomorphisme. Soit a ∈ Kerϕ. Alors a
1

= 0
1
, donc a = 0. Ceci montre

que ϕ est injectif.
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Soit x ∈ K. Il existe (a, b) ∈ A× A \ {0} tel que x = a
b
. Alors

b x =
ab

b
=
a

1
= a ∈ A .

Soit F un corps tel que A soit un sous-anneau de F et, pour tout x ∈ F, il existe a ∈ A
tel que ax ∈ A. Soit f̃ : A× A \ {0} → F l’application définie par

f̃(a, b) = a b−1 .

On vérifie facilement que, si (a, b) ∼ (a′, b′), alors f̃(a, b) = f̃(a′, b′). Ceci implique que f̃
induit une application f : K→ F. Celle-ci est définie par

f
(a
b

)
= a b−1 .

On vérifie facilement que f : K → F est un homomorphisme. Il est injectif par le
lemme 1.25. Montrons qu’il est surjectif. Soit x ∈ F. Il existe b ∈ A, b 6= 0, tel que
bx = a ∈ A. Alors x = f(a

b
).

Définition. Le corps K du théorème 2.2 s’appelle le corps des fractions de A.

Exemple. Soit K un corps. Alors le corps des fractions de K[X] se note K(X) et s’appelle
le corps des fractions rationnelles à coefficients dans K.

Lemme 2.3. Soient A un anneau factoriel et a1, . . . , an ∈ A des éléments non tous nuls.
Alors il existe c ∈ A tel que

(a) c divise ai pour tout i ∈ {1, . . . , n} ;

(b) si c′ ∈ A divise ai pour tout i ∈ {1, . . . , n}, alors c′ divise c.

Démonstration. Exercice.

Définition. L’élément c du lemme 2.3 s’appelle un pgcd de a1, . . . , an. On vérifie facile-
ment que, si c, c′ sont deux pgcd de a1, . . . , an, alors il existe u ∈ U(A) tel que c′ = uc.

Définition. Soient A un anneau factoriel, K son corps de fractions et f ∈ K[X] un
polynôme non nul. On écrit

f = α0 + α1X + · · ·+ αnX
n .

On choisit a0, a1, . . . , an, b ∈ A tels que αi = ai
b

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. Soit c un pgcd
de a0, a1, . . . , an. Alors γ = c

b
s’appelle un contenu de f .
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Lemme 2.4. La définition de contenu donnée ci-dessus ne dépend pas du choix de
a0, a1, . . . , an, b.

Démonstration. soient a′0, a
′
1, . . . , a

′
n, b
′ ∈ A tels que αi =

a′i
b′

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}.
Soit c′ un pgcd de a′0, a

′
1, . . . , a

′
n. Comme c′b est un pgcd de a′0b, a

′
1b, . . . , a

′
nb, cb

′ est un
pgcd de a0b

′, a1b
′, . . . , anb

′ et a′ib = aib
′ pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}, il existe u ∈ U(A) tel

que c′b = ucb′. Il en résulte que c′

b′
= uc

b
.

Définition. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A. Si f ∈ K[X]
est un polynôme non nul, on note C(f) l’ensemble des contenus de f . Il est clair que si
γ, γ′ ∈ C(f), alors il existe u ∈ U(A) tel que γ′ = uγ. On dit que f ∈ K[X] est primitif si
1 est un contenu de f ou, de façon équivalente, si C(f) = U(A).

Proposition 2.5. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A.

(1) Soient f ∈ K[X] un polynôme non nul, γ un contenu de f et α ∈ K \ {0}. Alors
αγ est un contenu de f . En particulier, 1

γ
f est un polynôme primitif.

(2) Si f ∈ K[X] est un polynôme primitif, alors f ∈ A[X].

Démonstration. Soient f ∈ K[X] un polynôme non nul, γ un contenu de f et α ∈
K \ {0}. Posons

f = α0 + α1X + · · ·+ αnX
n .

On choisit a0, a1, . . . , an, b ∈ A tels que αi = ai
b

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. Alors, par
définition, il existe un pgcd c de a0, a1, . . . , an tel que γ = c

b
. Par ailleurs, on choisit

a′, b′ ∈ A tels que α = a′

b′
. Alors

αf = (αα0) + (αα1)X + · · ·+ (ααn)Xn ,

ααi = a′ai
b′b

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}, et a′c est un pgcd de a′a0, a
′a1, . . . , a

′an, donc

αγ = a′c
b′b

est un contenu de αf .

Soit f ∈ K[X] un polynôme non nul primitif. Posons

f = α0 + α1X + · · ·+ αnX
n .

On choisit a0, a1, . . . , an, b ∈ A tels que αi = ai
b

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. Comme f est
primitif, il existe un pgcd c de a0, a1, . . . , an tel que 1 = c

b
. En particulier, b = c divise ai

pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. On note a′i l’élément de A vérifiant ai = a′ib. On a αi = a′i ∈ A
pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}, donc f ∈ A[X].

Théorème 2.6 (Lemme de Gauss). Soient A un anneau factoriel et K son corps de
fractions. Soient f, g ∈ K[X] deux polynômes non nuls, γ un contenu de f et δ un
contenu de g. Alors γδ est un contenu de fg.
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Démonstration. Supposons d’abord que f et g sont primitifs. En particulier, par la
proposition 2.5, f, g ∈ A[X]. Posons

f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n , g = b0 + b1X + · · ·+ bmX

m .

Soit p un élément premier de A. Comme f est primitif, les ai sont premiers entre eux et
donc p ne peut pas diviser tous les ai. De même, p ne peut pas diviser tous les bj. Posons

r = min{i ∈ {0, 1, . . . , n} ; p ne divise pas ai} ,
s = min{j ∈ {0, 1, . . . ,m} ; p ne divise pas bj} .

Par ce qui précède, r et s existent. Le (r + s)-ème coefficient de fg est

cr+s = arbs +
r−1∑
i=0

aibr+s−i +
s−1∑
j=0

as+r−jbj .

p divise aibr+s−i pour tout i ∈ {0, . . . , r−1}, p divise ar+s−jbj pour tout j ∈ {0, . . . , s−1}
et p ne divise pas arbs, donc

cr+s ≡ arbs (mod p) 6≡ 0 (mod p) ,

donc p ne divise pas cr+s. Donc, aucun élément premier divise tous les coefficients de fg,
donc les coefficients de fg sont premiers entre eux, donc fg est primitif.

Supposons maintenant que f, g sont quelconques et, comme dans l’énoncé, γ est un con-
tenu de f et δ est un contenu de g. Par la proposition 2.5 1

γ
f et 1

δ
g sont des polynômes

primitifs. Par ce qui précède, il s’en suit que ( 1
γ
f)(1

δ
g) = 1

γδ
fg est primitif, donc 1 est

un contenu de 1
γδ
fg. Par la proposition 2.5 on en conclue que γδ est un contenu de

γδ 1
γδ
fg = fg.

Théorème 2.7. Soient A un anneau factoriel et K le corps des fractions de A.

(1) A[X] est factoriel.

(2) Soit P ∈ A[X] un polynôme non nul. Alors P est premier dans A[X] si et seulement
si :

(i) P = p est un élément premier de A ; ou bien

(ii) P est primitif et est premier dans K[X].

Démonstration. Rappelons que U(A[X]) = U(A) (voir Lemme 1.8). Soit f ∈ A[X],
f 6∈ U(A). Pour démontrer le théorème il suffit de montrer
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(1) f s’écrit sous la forme
f = c1 · · · clP1 · · ·Pr ,

où c1, . . . , cl sont des éléments premiers de A et P1, . . . , Pr sont des polynôme prim-
itifs et premiers dans K[X].

(2) Si
f = c1 · · · clP1 · · ·Pr = d1 · · · dkQ1 · · ·Qs ,

où c1, . . . , cl, d1, . . . , dk sont des éléments premiers de A et P1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qs sont
des polynômes primitifs premiers dans K[X], alors l = k, r = s et, à permutation
près, il existe des unités u1, . . . , ul, v1, . . . , vr ∈ U(A) telles que di = uici pour tout
i ∈ {1, . . . , l} et Qj = vjPj pour tout j ∈ {1, . . . , r}.

Comme K[X] est factoriel (voir corollaire 1.7), il existe des polynômes premiers P ′1, . . . , P
′
r

dans K[X] tels que
f = P ′1 · · ·P ′r .

Pour tout i ∈ {1, . . . , r} on se donne un contenu ai de P ′i et on pose Pi = 1
ai
P ′i . Par la

Proposition 2.5 Pi est primitif. Il est premier dans K[X] car P ′i l’est. Par ailleurs, on pose
a = a1 · · · ar. On a

f = aP1 · · ·Pr .
Comme 1 est un contenu de Pi pour tout i ∈ {1, . . . , r}, par la proposition 2.5 et le
théorème 2.6 a est un contenu de f . Comme f ∈ A[X], on a en particulier a ∈ A.
Comme A est factoriel, a s’écrit sous la forme a = c1 · · · cl où c1, . . . , cl sont des éléments
premiers de A. Finalement,

f = c1 · · · clP1 · · ·Pr .

Maintenant on suppose que f s’écrit

f = c1 · · · clP1 · · ·Pr = d1 · · · dkQ1 · · ·Qs ,

où c1, . . . , cl, d1, . . . , dk sont des éléments premiers de A et P1, . . . , Pr, Q1, . . . , Qs sont des
polynômes primitifs premiers dans K[X]. Par la proposition 2.5 et le théorème 2.6, c1 · · · cl
et d1 · · · dl sont des contenus de f , donc il existe w ∈ U(A) tel que d1 · · · dk = wc1 · · · cl.
Comme A est factoriel, il s’en suit que k = l et il existe de unités u1, . . . , ul ∈ U(A) tels
que di = uici, à permutation prés. Par ailleurs, comme K[X] est factoriel, on a r = s et
il existe v1, . . . , vr ∈ K∗ tels que Qj = vjPj à permutation près. Par la proposition 2.5, vj
est un contenu de Qj, qui est primitif, donc vj ∈ U(A).

Corollaire 2.8. Soit A un anneau factoriel et n ≥ 1. Alors l’anneau A[X1, . . . , Xn] des
polynômes à n variables à coefficients dans A est factoriel.

Démonstration. Raisonner par récurrence sur n.

Remarque. Si K est un corps et n ≥ 2, alors K[X1, . . . , Xn] n’est pas principal. Par
exemple, l’idéal engendré par X1, . . . , Xn n’est pas monogène (exercice).
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3 Critères d’irréductibilité

Théorème 3.1 (Critère d’Eisenstein). Soient A un anneau factoriel, K le corps des
fractions de A et f = a0 + a1X + · · ·+ anX

n un polynôme dans A[X] de degré n ≥ 1. S’il
existe un élément premier p de A tel que

an 6≡ 0 (mod p)
ai ≡ 0 (mod p) pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}
a0 6≡ 0 (mod p2)

alors f est premier dans K[X].

Démonstration. Soit c un contenu de f et f̃ = 1
c
f = ã0 + ã1X + · · · + ãnX

n. On a
ai = cãi pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n}. Comme p ne divise pas an, p ne divise ni c, ni ãn.
Pour i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, p divise ai = cãi et p ne divise pas c, donc p divise ãi. Comme
p2 ne divise pas a0 = cã0, p

2 ne divise pas ã0. Finalement, f est premier si et seulement
si f̃ l’est. Donc, quitte à remplacer f par f̃ , on peut supposer que f est primitif.

On raisonne par l’absurde en supposant que f n’est pas irréductible. Il existe donc des
polynômes g̃, h̃ ∈ K[X] tels que deg g̃, deg h̃ ≥ 1 et f = g̃h̃. Soient c un contenu de g̃ et d
un contenu de h̃. Posons

g =
1

c
g̃ , h =

1

d
h̃ .

Comme f est primitif et, par le théorème 2.6, cd est un contenu de f , on a cd = u ∈ U(A).
Quitte à remplacer f par u−1f , on peut supposer que f = gh. Remarquez que g, h sont
primitifs et donc sont dans A[X].

Posons
g = b0 + b1X + · · ·+ bdX

d , h = c0 + c1X + · · ·+ cmX
m

avec bd 6= 0 et cm 6= 0. a0 = b0c0 est divisible par p mais pas par p2, donc p divise b0 ou
c0 mais pas les deux à la fois. On peut en toute généralité supposer que p divise c0 mais
pas b0. Soit

r = min{i; p ne divise pas ci} .
Comme p ne divise pas an = bdcm, p ne divise pas cm. Par ailleurs, p divise c0, donc r
existe et 1 ≤ r ≤ m < n. On a

ar = b0cr +
r−1∑
i=0

br−ici .

On observe que p divise ar et p divise br−ici pour tout i ∈ {0, . . . , r − 1}, donc p doit
diviser b0cr. Or p ne divise ni b0 ni cr : contradiction.

Exemples.

(1) 3X5 − 15 et 2X10 − 21 sont premiers dans Q[X].
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(2) Soient a ∈ Z \ {−1, 0, 1} sans facteur carré, et n ∈ N, n ≥ 1. alors Xn − a est
irréductible dans Q[X].

(3) Si p est un nombre premier, alors

1 +X + · · ·+Xp−1

est irreductible dans Q[X].

(4) Soient K un corps et K(X) le corps des fractions rationnelles sur K. Alors, pour
n ∈ N, n ≥ 1, le polynôme Y n −X ∈ K(X)[Y ] est premier.

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient A,B deux anneaux et ϕ : A → B un homomorphisme. Soit ϕ̃ :
A[X]→ B[X] l’application définie par

ϕ̃(a0 + a1X + · · ·+ anX
n) = ϕ(a0) + ϕ(a1)X + · · ·+ ϕ(an)Xn .

On vérifie facilement que ϕ̃ est un homomorphisme. Il s’appelle l’homomorphisme induit
par ϕ.

Proposition 3.2. Soient A,B deux anneaux intègres, K,L les corps de fractions de A et
B, respectivement, ϕ : A→ B un homomorphisme, et ϕ̃ : A[X]→ B[X] l’homomorphisme
induit par ϕ. Soit f ∈ A[X] un polynôme de degré ≥ 1. Si ϕ̃(f) est irréductible dans L[X]
et degϕ(f) = deg f , alors f ne se décompose pas sous la forme f = gh avec g, h ∈ A[X],
deg g ≥ 1 et deg h ≥ 1.

Démonstration. On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe deux polynômes
g, h ∈ A[X] tels que deg g ≥ 1, deg h ≥ 1 et f = gh. En particulier, comme deg f =
deg g + deg h, on a deg g < deg f et deg h < deg f . En appliquant ϕ̃ on obtient ϕ̃(f) =
ϕ̃(g) ϕ̃(h) et

deg ϕ̃(g) ≤ deg g < deg f , deg ϕ̃(h) ≤ deg h < deg f .

Par ailleurs, comme ϕ̃(f) est irréductible, on doit avoir deg ϕ̃(g) = deg ϕ̃(f) = deg f ou
deg ϕ̃(h) = deg,ϕ̃(f) = deg f : contradiction.

Corollaire 3.3. Soient A un anneau factoriel, K le corps de fractions de A, L un autre
corps, ϕ : A → L un homomorphisme, et ϕ̃ : A[X] → L[X] l’homomorphisme induit
par ϕ. Soit f ∈ A[X] un polynôme de degré ≥ 1. Si ϕ̃(f) est irréductible dans L[X] et
degϕ(f) = deg f , alors f est irréductible dans K[X].

Démonstration. On raisonne par l’absurde et on suppose que f n’est pas irréductible
dans K[X]. Soit a un contenu f et posons f̃ = 1

a
f . Alors f̃ est primitif et est réductible

dans K[X]. Soient g̃, h̃ ∈ K[X] de degré ≥ 1 tels que f̃ = g̃ h̃. Soient b, c des contenus de
g̃, h̃, respectivement, g = 1

b
g̃, et h = 1

c
h̃. On observe que bc est un contenu de f qui est
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primitif, donc on peut supposer que bc = 1, donc f̃ = gh, donc f = (ag)h. Ceci contredit
la proposition 3.2 car ag, h ∈ A[X].

Exemple.
X5 − 5X4 + 6X − 1

est irréductible dans Q[X].

Proposition 3.4 (Test de la racine). Soient A un anneau factoriel et K le corps des
fractions de A. Soit

f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n , an 6= 0 ,

un polynôme à coefficients dans A. Soit α = b
c

une racine de f dans K, où b, c sont deux
éléments de A premiers entre eux. Alors b divise a0 et c divise an. En particulier, si
an = 1, on doit avoir α ∈ A et α divise a0.

Démonstration. Exercice.

4 Théorème de la base de Hilbert

Proposition 4.1. Les conditions suivantes sur un anneau A sont équivalentes :

(a) Tout idéal de A est de génération finie (i.e. si I ⊂ A est un idéal, alors il existe un
nombre fini d’éléments a1, . . . , an ∈ I tels que I = (a1, . . . , an)).

(b) Toute châıne croissante
I1 ⊂ · · · ⊂ Ik ⊂ Ik+1 ⊂ · · ·

d’idéaux est stationnaire (i.e. il existe N ∈ N tel que Ik = IN pour tout k ≥ N).

(c) Tout ensemble non vide d’idéaux de A a au moins un élément maximal (pour
l’inclusion).

Définition. Un anneau A vérifiant les conditions de la proposition 4.1 est dit noethérien.

Démonstration. (a) ⇒ (b) : Soit

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ik ⊂ · · ·

un châıne croissante d’idéaux. Posons

I =
∞⋃
k=1

Ik .

On vérifie facilement que I est un idéal de A. Par (a), I est de génération finie, c’est-à-
dire qu’il existe un nombre fini d’éléments a1, . . . , an ∈ I tels que I = (a1, . . . , an). Pour
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tout i ∈ {1, . . . , n} il existe Ni ∈ N tel que ai ∈ INi
. Soit N = max{N1, . . . , Nn}. Alors

ai ∈ INi
⊂ IN pour tout i ∈ {1, . . . , n}, donc I ⊂ IN . Si k ≥ N , alors

IN ⊂ Ik ⊂ I ⊂ IN ,

donc IN = Ik.

(b) ⇒ (c) : On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existe un ensemble non vide E
d’idéaux de A n’ayant pas d’élément maximal pour l’inclusion. On construit une châıne
d’idéaux {Ik}∞k=1 comme suit. I1 est un élément choisi quelconque de E . Pour tout n ∈ N,
In+1 est un idéal dans E tel que In ( In+1. La suite ainsi construite est une châıne
croissante d’idéaux non stationnaire. Ceci contredit (b).

(c) ⇒ (a) : Soit I un idéal de A. Notons E l’ensemble des idéaux de génération finie
inclus dans I. On a E 6= ∅ car (0) = {0} ∈ E . Par (c), E possède un élément maximal,
J . Montrons que J = I par l’absurde. Supposons que J 6= I. Comme J ⊂ I, cela signifie
que I \ J 6= ∅. Choisissons b ∈ I \ J et posons J ′ = (a1, . . . , an, b), où a1, . . . , an sont
tels que J = (a1, . . . , an). Comme a1, . . . , an, b ∈ I, on a J ′ ⊂ I, donc J ′ ∈ E . Comme
a1, . . . , an ∈ J ′, on a J ⊂ J ′. Finalement, b ∈ J ′ mais b 6∈ J , donc J 6= J ′. Ceci contredit
la maximalité de J .

Proposition 4.2.

(1) Soient A un anneau noethérien et I ⊂ A un idéal propre. Alors A/I est noethérien.

(2) Soient A un anneau noethérien, K le corps des fractions de A, et S ⊂ A une partie
non vide ne contenant pas 0. Soit B l’ensemble des éléments de K de la forme a

b

avec a ∈ A et b un produit d’éléments de S. Alors B est un sous-anneau de K, et
B est noethérien.

Démonstration. Exercice.

Théorème 4.3 (Théorème de la base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien, alors
A[X] est aussi noethérien.

Démonstration. Soit J un idéal non nul de A[X]. Pour tout n ∈ N on pose

In = {a ∈ A ; il existef ∈ J tel que deg f = n et cd(f) = a} ∪ {0} .

Montrons que In est un idéal de A. Soient a1, a2 ∈ In \ {0} et b1, b2 ∈ A. Soient f1, f2 ∈ J
tels que deg f1 = deg f2 = n et cd(f1) = a1 et cd(f2) = a2. On a b1a1 + b2a2 = 0, ou bien
b1f1 + b2f2 ∈ J , deg(b1f1 + b2f2) = n et cd(b1f1 + b2f2) = b1a1 + b2a2. Dans les deux cas
on a b1a1 + b2a2 ∈ In. On montre encore plus facilement que b1a1 + b2a2 ∈ In si a1 = 0 ou
a2 = 0 et a1, a2 ∈ In.
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On montre que In ⊂ In+1 pour tout n ∈ N. Soit a ∈ In \ {0}. Soit f ∈ J tel que
deg(f) = n et cd(f) = a. Alors f X ∈ J , deg(f X) = n + 1 et cd(f X) = a, donc
a ∈ In+1.

Comme A est noethérien, il existe N ∈ N tel que Ik = IN pour k ≥ N . Pour tout
k ∈ {0, 1, . . . , N} on choisit une famille finie {ak,1, . . . , ak,lk} qui engendre Ik. Pour tous
k ∈ {0, 1, . . . , N} et i ∈ {1, . . . , lk} on choisit fk,i ∈ J tel que deg fk,i = k et cd(fk,i) = ak,i.
On pose

J ′ = (fk,i | 0 ≤ k ≤ N et 1 ≤ i ≤ lk) .

On va montrer que J ′ = J .

Comme fk,i ∈ J pour tout k, i on a J ′ ⊂ J . Reste à montrer que J ⊂ J ′. On se donne
f ∈ J et on montre par récurrence sur n = deg f que f ∈ J ′. Si n = −∞, c’est-à-dire
f = 0, alors f ∈ J ′ par définition. On peut donc supposer que n ≥ 0.

Supposons que n = 0. Alors deg f = 0, donc f = c est constant. On a c ∈ I0 donc il
existe b1, . . . , bl0 ∈ A tels que

f = c = b1a0,1 + · · ·+ bl0a0,l0 = b1f0,1 + · · ·+ bl0f0,l0 .

D’où f ∈ J ′.

Supposons que n ≥ 1 plus l’hypothèse de récurrence. Posons c = cd(f). On a c ∈ In.
Supposons d’abord que n ≤ N . Il existe b1, . . . , bln ∈ A tels que

c = b1an,1 + · · ·+ blnan,ln .

Posons
f ′ = f − b1fn,1 − · · · − blnfn,ln .

On observe que f ′ ∈ J et deg f ′ < deg f = n. Par hypothèse de récurrence, on a f ′ ∈ J ′,
d’où

f = f ′ + b1fn,1 + · · ·+ blnfn,ln ∈ J ′ .

Supposons que n > N . Il existe b1, . . . , blN ∈ A tels que

c = b1aN,1 + · · ·+ blNaN,lN .

Posons
f ′ = f − b1fN,1Xn−N − · · · − blNfN,lNXn−N .

On observe que f ′ ∈ J et deg f ′ < deg f = n. Par hypothèse de récurrene, on a f ′ ∈ J ′,
d’où

f = f ′ + b1fn,1X
n−N + · · ·+ blnfn,lnX

n−N ∈ J ′ .
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5 Polynômes symétriques

Définition. Soient A un anneau (commutatif), t1, . . . , tn des indéterminées sur A (algé-
briquement indépendantes), et X une indéterminée sur A[t1, . . . , tn]. On considère le
polynôme

F = (X − t1)(X − t2) · · · (X − tn) ∈ A[t1, . . . , tn][X]

que l’on développe :

F = Xn − s1Xn−1 + · · ·+ (−1)n−1sn−1X + (−1)nsn ,

où s1, . . . , sn ∈ A[t1, . . . , tn]. Les polynômes s1, . . . , sn ∈ A[t1, . . . , tn] s’appellent les
polynômes symétriques élémentaires.

Exemple. Supposons que n = 2. Alors

(X − t1)(X − t2) = X2 − (t1 + t2)X + t1t2 ,

donc
s1 = t1 + t2 , s2 = t1t2 .

Supposons que n = 3. Alors

(X − t1)(X − t2)(X − t3) = X3 − (t1 + t2 + t3)X
2 + (t1t2 + t1t3 + t2t3)X − t1t2t3 ,

donc
s1 = t1 + t2 + t3 , s2 = t1t2 + t1t3 + t2t3 , s3 = t1t2t3 .

Plus généralement, on a :

Lemme 5.1. Soit n ≥ 2 fixé. Alors, pour tout k ∈ {1, . . . , n},

sk =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ti1 · · · tik .

En particulier, sk est un polynôme homogène de degré k.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 2 étant traité dans
l’exemple précédent, on peut supposer que n ≥ 3 plus l’hypothèse de récurrence. Notons
s′1, . . . , s

′
n−1 les polynômes symétriques élémentaires en t1, . . . , tn−1. Par ailleurs, pour

simplifier les notations, on posera s0 = s′0 = 1. On a

n∏
k=1

(X − tk) =

(
n−1∑
k=0

(−1)ks′kX
n−1−k

)
(X − tn)

= Xn +
n−1∑
k=1

(−1)k(s′k + s′k−1tn)Xn−k + (−1)ns′n−1tn ,
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donc
sn = s′n−1tn

sk = s′k + s′k−1tn pour 1 ≤ k ≤ n− 1 .

En appliquant la récurrence à cette égalité on obtient

sn = (t1 · · · tn−1)tn = t1 · · · tn−1tn

et

sk =
∑

1≤i1<···<ik≤n−1

ti1 · · · tik +
∑

1≤i1<···<ik−1≤n−1

ti1 · · · tik−1
tn =

∑
1≤i1<···<ik≤n

ti1 · · · tik .

pour tout k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Définition. Soient A un anneau commutatif et t1, . . . , tn des indéterminées sur A. Pour
toute permutation w ∈ Sn et tout f ∈ A[t1, . . . , tn] on pose

(w · f)(t1, . . . , tn) = f(tw(1), . . . , tw(n)) ∈ A[t1, . . . , tn] .

Lemme 5.2.

(1) Pour tout w ∈ Sn l’application

ρ(w) : A[t1, . . . , tn] → A[t1, . . . , tn]
f 7→ w · f

est un automorphisme.

(2) L’application
ρ : Sn → Aut(A[t1, . . . , tn])

w 7→ ρ(w)

est un homomorphisme de groupes.

Démonstration. La partie (1) est facile à démontrer et est laissée en exercice. Démon-
trons la partie (2). Soient v, w ∈ Sn. Pour tout f ∈ A[t1, . . . , tn] on a

v · (w · f)(t1, . . . , tn) = (w · f)(tv(1), . . . , tv(n))

= f(tvw(1), . . . , tvw(n))

= (vw · f)(t1, . . . , tn)

donc ρ(v) ◦ ρ(w) = ρ(vw).

Définition. Un polynôme f ∈ A[t1, . . . , tn] est dit symétrique si w · f = f pour tout
w ∈ Sn. On observe que les polynômes symétriques élémentaires sont des polynômes
symétriques. On note A[t1, . . . , tn]Sn l’ensemble des polynômes symétriques.
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Lemme 5.3. A[t1, . . . , tn]Sn est un sous-anneau de A[t1, . . . , tn].

Démonstration. Il est clair que 0, 1 ∈ A[t1, . . . , tn]Sn . Soient f, g ∈ A[t1, . . . , tn]Sn .
Alors, pour tout w ∈ Sn,

w · (f − g) = w · f − w · g = f − g ,
w · (fg) = (w · f)(w · g) = fg ,

donc f − g, fg ∈ A[t1, . . . , tn]Sn . Ceci montre que A[t1, . . . , tn]Sn est un sous-anneau de
A[t1, . . . , tn].

Théorème 5.4. Soit A un anneau intègre. Alors A[t1, . . . , tn]Sn est le sous-anneau de
A[t1, . . . , tn] engendré par s1, . . . , sn et A. En d’autres termes, on a

A[t1, . . . , tn]Sn = A[s1, . . . , sn] .

Le lemme suivant est un préliminaire à la démonstration du théorème 5.4.

Lemme 5.5. Soient A un anneau intègre et f ∈ A[t1, . . . , tn]Sn. Supposons qu’il existe
h1 ∈ A[t1, . . . , tn] tel que f = h1t1. Alors il existe g ∈ A[t1, . . . , tn]Sn tel que f = gt1 · · · tn.

Démonstration. On commence par démontrer par récurrence sur k ∈ {1, . . . , n} qu’il
existe hk ∈ A[t1, . . . , tn] tel que f = hkt1 · · · tk. Le cas k = 1 étant l’hypothèse du
lemme, on peut supposer 1 < k ≤ n plus l’hypothèse de récurrence, c’est-à-dire qu’il
existe hk−1 ∈ A[t1, . . . , tn] tel que f = hk−1t1 · · · tk−1. Posons w = (k − 1, k) ∈ Sn. Soit
B = A[t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn]. Soit

hk−1 = hktk + r

la division de de hk−1 par tk dans B[tk]. En multipliant cette expression par t1 · · · tk−1 on
obtient la division de f par tk dans B[tk] :

f = hk−1t1 · · · tk−1 = (hkt1 · · · tk−1)tk + rt1 · · · tk−1 .

Par ailleurs, en appliquant w à f on a

f = w · f =
(
(w · hk−1)t1 · · · tk−2

)
tk .

L’unicité de la division implique que rt1 · · · tk−1 = 0, donc

f = hkt1 · · · tk−1tk .

Posons g = hn. Par ce qui précède, f = gt1 · · · tn. Reste à montrer que g ∈ A[t1, . . . , tn]Sn .
Soit w ∈ Sn. Alors

gt1 · · · tn = f = w · f = (w · g)t1 · · · tn .

23



Comme A[t1, . . . , tn] est intègre, cette égalité implique que w · g = g.

Démonstration du théorème 5.4. Comme s1, . . . , sn ∈ A[t1, . . . , tn]Sn , on a A[s1, . . . ,
sn] ⊂ A[t1, . . . , tn]Sn . Reste à montrer que A[t1, . . . , tn]Sn ⊂ A[s1, . . . , sn]. Pour cela
on se donne f ∈ A[t1, . . . , tn]Sn et on montre qu’il existe g ∈ A[X1, . . . , Xn] tel que
f(t1, . . . , tn) = g(s1, . . . , sn), où X1, . . . , Xn sont des indéterminées sur A.

On se donne X1, . . . , Xn des indéterminées sur A. On définit le poids d’un monôme
P = Xµ1

1 · · ·Xµn
n par

poidsP = µ1 + 2µ2 + · · ·+ nµn .

Si g ∈ A[X1, . . . , Xn] s’écrit g =
∑

µ∈Nn aµX
µ, on définit le poids de g par

poids g = max{poidsXµ ; aµ 6= 0} .

Comme deg sk = k pour tout k on a

deg g(s1, . . . , sn) ≤ poids g .

Maintenant on se donne un polynôme f ∈ A[t1, . . . , tn]Sn de degré d et on montre par
récurrence sur n qu’il existe g ∈ A[X1, . . . , Xn] tel que poids g ≤ d et g(s1, . . . , sn) =
f(t1, . . . , tn).

Supposons que n = 1. On a alors A[t1]
S1 = A[t1] et s1 = t1, donc il suffit de prendre

g = f dans ce cas.

On suppose que n > 1 plus l’hypothèse de récurrence. Pour h ∈ A[t1, . . . , tn] on pose

h0 = h(t1, . . . , tn−1, 0) ∈ A[t1, . . . , tn−1] .

On observe que, si h ∈ A[t1, . . . , tn]Sn , alors h0 ∈ A[t1, . . . , tn−1]
Sn−1 . Par ailleurs, on a

(X − t1)(X − t2) · · · (X − tn−1)X = Xn − (s1)0X
n−1 + · · ·+ (−1)n−1(sn−1)0X ,

donc (s1)0, . . . , (sn−1)0 sont les polynômes symétriques élémentaires en les variables t1, . . . ,
tn−1.

Maintenant on raisonne par récurrence sur d. Si d = 0, alors f = a ∈ A. On pose
g = a = f . On a bien poids g = 0 = d et g(s1, . . . , sn) = a = f(t1, . . . , tn).

Supposons que d > 0 plus l’hypothèse de récurrence (sur d). Soit f ∈ A[t1, . . . , tn]Sn de
degré d. On a f0 ∈ A[t1, . . . , tn−1]

Sn−1 et deg f0 ≤ d. Par hypothèse de récurrence (sur n)
il existe g1 ∈ A[X1, . . . , Xn−1] tel que poids g0 ≤ d et

f0 = f(t1, . . . , tn−1, 0) = g1((s1)0, . . . , (sn−1)0) .

Posons
f1 = f(t1, . . . , tn−1, tn)− g1(s1, . . . , sn−1) .
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On a f1 ∈ A[t1, . . . , tn]Sn et deg f1 ≤ d. Par ailleurs,

f1(t1, . . . , tn−1, 0) = f0(t1, . . . , tn−1)− g1((s1)0, . . . , (sn−1)0) = 0 ,

donc 0 est racine de f1 vu comme polynôme dans A[t1, . . . , tn−1][tn]. Par le théorème 1.9,
on en déduit que tn divise f1, c’est-à-dire qu’il existe f ′1 ∈ A[t1, . . . , tn−1][tn] = A[t1, . . . , tn]
tel que f1 = f ′1tn. On applique w = (1, n) à ce polynôme et on a f1 = (w · f ′1)t1. Par le
lemme 5.5 il en résulte qu’il existe f2 ∈ A[t1, . . . , tn]Sn tel que f1 = f2t1 · · · tn. Comme
deg f2 = deg f1 − n ≤ d− 1 < d, on peut appliquer la récurrence à f2 et on obtient qu’il
existe g2 ∈ A[X1, . . . , Xn] tel que poids g2 ≤ d− n et

f2(t1, . . . , tn) = g2(s1, . . . , sn) .

Posons
g = g1 +Xng2 .

On a poids g ≤ d et

g(s1, . . . , sn) = g1(s1, . . . , sn−1) + sng2(s1, . . . , sn) = f − f1 + t1 · · · tn f2 = f .

Définition. Soient A,B deux anneaux (intègres) tels que A ⊂ B, et b1, . . . , bn ∈ B.
Soient X1, . . . , Xn des indéterminées sur A et ϕ : A[X1, . . . , Xn] → B l’homomorphisme
que envoie Xi sur bi pour tout i ∈ {1, . . . , n}. On dit que b1, . . . , bn sont algébriquement
indépendants sur A si ϕ est injectif.

Théorème 5.6. Soit A un anneau commutatif intègre. Alors les polynômes symétriques
élémentaires s1, . . . , sn ∈ A[t1, . . . , tn] sont algébriquement indépendants.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Si n = 1, alors par définition s1 = t1
est algébriquement indépendant (transcendant).

Supposons que n ≥ 2 plus l’hypothèse de récurrence. Supposons qu’il existe g ∈ A[X1, . . . ,
Xn], g 6= 0, tel que g(s1, . . . , sn) = 0. On choisit g de degré minimal et on écrit

g = g0 + g1Xn + · · ·+ gdX
d
n ,

où g0, g1, . . . , gd ∈ A[X1, . . . , Xn−1].

Supposons d’abord que g0 = 0. Soit

h = g1 + g2Xn + · · ·+ gdX
d−1
n .

Alors g = Xnh et

snh(s1, . . . , sn) = g(s1, . . . , sn) = 0

⇒ h(s1, . . . , sn) = 0 .

25



Ceci contredit la minimalité du degré de g. Donc, on doit avoir g0 6= 0.

On pose tn = 0 à l’égalité

0 = g(s1, . . . , sn) = g0(s1, . . . , sn−1) + sng1(s1, . . . , sn−1) + · · ·+ sdngd(s1, . . . , sn−1)

et on obtient

0 = g0((s1)0, . . . , (sn−1)0) + (sn)0g1((s1)0, . . . , (sn−1)0) + · · ·
+ (sn)d0gd((s1)0, . . . , (sn−1)0) = g0((s1)0, . . . , (sn−1)0) .

Ceci contredit l’hypothèse de récurrence (sur n). On en conclue qu’un tel g ne peut pas
exister et s1, . . . , sn sont algébriquement indépendants.

Définition. Soit
δ =

∏
i<j

(ti − tj) ∈ A[t1, . . . , tn] .

On vérifie facilement que
w · δ = sign(w) δ

pour tout w ∈ Sn. En particulier

D = δ2 =
∏
i<j

(ti − tj)2

est un polynôme symétrique. Il s’appelle le discriminant.

Exemple. Si n = 2, alors

D = (t1 − t2)2 = t21 + t22 − 2t1t2 = (t1 + t2)
2 − 4t1t2 = s21 − 4s2 .

6 Résultant

Définition. Soient K un corps et f, g ∈ K[X] deux polynômes non constants. Un pgcd
de f et g est un polynôme P ∈ K[X] tel que

(a) P divise f et g ;

(b) si P ′ divise f et g, alors P ′ divise P .

Lemme 6.1. Soient K un corps et f, g ∈ K[X] deux polynômes non constants. Alors
P ∈ K[X] est un pgcd de f et g si et seulement si P engendre l’idéal (f, g). En particulier :

(1) f et g ont un pgcd ;

26



(2) si P et P ′ sont deux pgcd de f et g alors il existe une constante c ∈ K \ {0} telle
que P ′ = cP ;

(3) si P est un pgcd de f et g, alors il existe deux polynômes A,B ∈ K[X] tels que
P = Af +Bg.

Démonstration. Exercice.

Proposition 6.2. Soient K un corps et f, g ∈ K[X] deux polynômes non constants.
Soient n,m les degrés respectifs de f, g. Alors f et g ont un facteur commun non constant
dans K[X] si et seulement s’il existe des polynômes A,B ∈ K[X] tels que

(a) A 6= 0 ou B 6= 0 ;

(b) degA ≤ m− 1 et degB ≤ n− 1 ;

(c) Af +Bg = 0.

Démonstration. Supposons que f, g ont un facteur commun non constant, h. Soient
f1, g1 ∈ K[X] tels que f = f1h et g = g1h. Posons A = g1 et B = −f1. Alors

(a) A 6= 0 et B 6= 0 ;

(b) degA = deg g1 < deg g = m et degB = deg f1 < deg f = n ;

(c) Af +Bg = g1f1h− f1g1h = 0.

Maintenant on suppose qu’il existe A,B ∈ K[X] vérifiant les conditions (a), (b) et (c) de
la proposition. Par (a) on peut en toute généralité supposer que B 6= 0. On va raisonner
par l’absurde et supposer que f et g sont premiers entre eux. Par le lemme 6.1 il existe
Ã, B̃ ∈ K[X] tels que Ãf + B̃g = 1. Par ailleurs,

Af +Bg = 0 ⇒ Bg = −Af .

Il s’en suit que

B = B 1 = B(Ãf + B̃g) = ÃBf + B̃Bg = ÃBf − B̃Af = (ÃB − B̃A)f ,

donc degB ≥ deg f = n, ce qui contredit (b). On en conclue que f et g ne sont pas
premiers entre eux c’est-à-dire qu’ils ont un facteur commun non constant.

Définition. Soient A un anneau intègre et f, g ∈ A[X] deux polynômes non constants.
On écrit

f = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an , g = b0X
m + b1X

m−1 + · · ·+ bm ,
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où a0 6= 0 et b0 6= 0. La matrice de Sylvester de (f, g), notée Sylv(f, g), est la matrice
(n+m)× (n+m) suivante

Sylv(f, g) =



a0 0 · · · 0 b0 0 · · · 0

a1 a0
. . .

... b1 b0
. . .

...
... a1

. . . 0
... b1

. . . 0

an
...

. . . a0 bm
...

. . . b0
0 an a1 0 bm b1
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 an 0 · · · 0 bm


Le résultant de (f, g), noté Res(f, g), est le déterminant de la matrice de Sylvester,

Res(f, g) = det(Sylv(f, g)) .

Lemme 6.3. Soient A un anneau intègre et a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bm des indéterminées
sur A. On pose B = A[a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bm] et on considère les polynômes

f = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an , g = b0X
m + b1X

m−1 + · · ·+ bm ,

dans B[X]. Alors Res(f, g) est un polynôme (en les variables ai et bj) homogène de degré
n+m.

Démonstration. Exercice.

Théorème 6.4. Soient K un corps et f, g ∈ K[X] deux polynômes non constants. Alors
f et g ont un facteur commun non constant si et seulement si Res(f, g) = 0.

Démonstration. On se donne deux polynômes non constants f, g ∈ K[X]. On pose

f = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an , g = b0X
m + b1X

m−1 + · · ·+ bm ,

où a0 6= 0 et b0 6= 0.

Supposons d’abord que f et g ont un facteur commun non constant. Par la proposition 6.2
il existe des polynômes A,B ∈ K[X] tels que

(a) A 6= 0 ou B 6= 0 ;

(b) degA ≤ m− 1 et degB ≤ n− 1 ;

(c) Af +Bg = 0.
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Posons
A = c0X

m−1 + · · ·+ cm−1 , B = d0X
n−1 + · · ·+ dn−1 .

Alors

Af +Bg = 0

⇔ (a0c0 + b0d0)X
n+m−1 + (a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1)X

n+m−2

+ · · ·+ (ancm−1 + bmdn−1) = 0

⇔


a0c0 + b0d0 = 0
a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0
· · ·
ancm−1 + bmdn−1 = 0

⇔



a0 0 · · · 0 b0 0 · · · 0

a1 a0
. . .

... b1 b0
. . .

...
... a1

. . . 0
... b1

. . . 0

an
...

. . . a0 bm
...

. . . b0
0 an a1 0 bm b1
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 an 0 · · · 0 bm





c0
...

cm−1
d0
...

dn−1


=



0
...
0
0
...
0



Cette dernière égalité implique qu’il existe un vecteur non nul v ∈ Kn+m tel que

Sylv(f, g) · v =
−→
0 ,

d’où
Res(f, g) = det(Sylv(f, g)) = 0 .

Supposons maintenant que Res(f, g) = 0. Alors il existe un vecteur non nul v ∈ Kn+m tel

que Sylv(f, g) · v =
−→
0 . Posons,

v = (c0, . . . , cm−1, d0, . . . , dn−1)
t .

Soient
A = c0X

m−1 + · · ·+ cm−1 , B = d0X
n−1 + · · ·+ dn−1 .

Alors

(a) A 6= 0 ou B 6= 0 ;

(b) degA ≤ m− 1 et degB ≤ n− 1 ;

(c) Af +Bg = 0.
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Il en résulte par la proposition 6.2 que f et g on un facteur commun non constant.

Exemple 1. Dans Q[X] on pose

f = 2X2 + 3X + 1 , g = 7X2 +X + 3 .

Alors

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 7 0
3 2 1 7
1 3 3 1
0 1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 153 6= 0 ,

donc f et g sont premiers entre eux.

Exemple 2. Les polynômes

f = XY − 1 , g = X2 + Y 2 − 4

sont premiers entre eux dans Q[X, Y ]. (Exercice.)

Théorème 6.5. Soient K un corps et a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bm des indéterminées sur
K. Posons A = K[a0, . . . , an, b0, . . . , bm]. Soient

f = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an , g = b0X
m + b1X

m−1 + · · ·+ bm .

Il existe des polynômes R, S ∈ A[X] tels que

(a) degR ≤ m− 1 et degS ≤ n− 1 ;

(b) Rf + Sg = Res(f, g).

Le résultat suivant est un préliminaire à la démonstration du théorème 6.5.

Proposition 6.6 (Règle de Cramer). Soient K un corps, M ∈ GL(Kn) une matrice
inversible, et v ∈ Kn un vecteur. Alors l’unique solution de l’équation Mx = v est donnée
par

xi =
det Mi

det M
,

où Mi est la matrice obtenue à partir de M en remplaçant la i-ème colonne par v.

Démonstration. Exercice.

Démonstration du théorème 6.5. Notons F le corps des fractions de A. Il est clair
que f et g n’ont pas de facteur commun dans F[X], donc Res(f, g) 6= 0. Maintenant on se
donne deux polynômes génériques R, S ∈ A[X] tels que degR ≤ m− 1 et degS ≤ n− 1.
On écrit

R = c0X
m−1 + · · ·+ cm−1 , S = d0X

n−1 + · · ·+ dn−1 .
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Alors

Rf + Sg = Res(f, g)

⇔ (a0c0 + b0d0)X
n+m−1 + (a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1)X

n+m−2

+ · · ·+ (ancm−1 + bmdn−1) = Res(f, g)

⇔


a0c0 + b0d0 = 0
a1c0 + a0c1 + b1d0 + b0d1 = 0
· · ·
ancm−1 + bmdn−1 = Res(f, g)

⇔



a0 0 · · · 0 b0 0 · · · 0

a1 a0
. . .

... b1 b0
. . .

...
... a1

. . . 0
... b1

. . . 0

an
...

. . . a0 bm
...

. . . b0
0 an a1 0 bm b1
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 an 0 · · · 0 bm





c0
...

cm−1
d0
...

dn−1


=


0
...
0

Res(f, g)

 (∗)

Notons M̄i la matrice obtenue à partir de Sylv(f, g) en remplaçant la i-ème colonne par
(0, . . . , 0, 1)t, et Mi la matrice obtenue à partir de Sylv(f, g) en remplaçant la i-ème
colonne par (0, . . . , 0,Res(f, g))t. On remarque que

det Mi = Res(f, g) · det M̄i ,

det M̄i ∈ K[a0, . . . , an, b0, . . . , bm] = A .

Posons

ci =
det Mi+1

Res(f, g)
= det M̄i+1 si 0 ≤ i ≤ m− 1 ,

di =
det Mm+i+1

Res(f, g)
= det M̄m+i+1 si 0 ≤ i ≤ n− 1 .

Par la proposition 6.6 le vecteur v = (c0, . . . , cm−1, d0, . . . , dn−1)
t vérifie l’égalité (∗) donc,

pour ces valeurs là, les polynômes R et S vérifient

(a) degR ≤ m− 1 et degS ≤ n− 1 ;

(b) Rf + Sg = Res(f, g).

Proposition 6.7. Soit K un corps algébriquement clos et f, g ∈ K[X] deux polynômes
non constants. Alors f et g ont une racine commune si et seulement si Res(f, g) = 0.

Démonstration. Supposons que f et g ont une racine commune, a ∈ K. Alors f et g
ont un facteur non constant commun, X − a, donc, par le théorème 6.4, Res(f, g) = 0.
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Réciproquement, si Res(f, g) = 0, par le théorème 6.4 f et g ont un facteur non constant
commun, h. Comme K est algébriquement clos, h a une racine, a. Alors a est racine
commune de f et g.

Corollaire 6.8. Soient K un corps algébriquement clos et f ∈ K[X] un polynôme de
degré ≥ 2. Alors f a une racine multiple si et seulement si Res(f, f ′) = 0.

Exemple. Soit f = aX2 + bX + c un polynômes de degré 2 à coefficients dans K. Alors

Res(f, f ′) =

∣∣∣∣∣∣
a 2a 0
b b 2a
c 0 b

∣∣∣∣∣∣ = −a(b2 − 4ac) ,

donc f a une racine multiple si et seulement si b2 − 4ac = 0.

Maintenant on se donne des indéterminées α1, . . . , αn, β1, . . . , βm, u0, v0 sur Z et on pose

A = Z[α1, . . . , αn, β1, . . . , βm, u0, v0] = Z[−→α ,
−→
β , u0, v0] ,

f = u0(X − α1)(X − α2) · · · (X − αn) ∈ A[X] ,

g = v0(X − β1)(X − β2) · · · (X − βm) ∈ A[X] ,

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = Res(f, g) ∈ A .

Lemme 6.9. Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) est divisible par αi − βj pour tous i ∈ {1, . . . , n} et j ∈

{1, . . . ,m}.

Démonstration. On peut supposer en toute généralité que i = j = 1. On effectue la

division de Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) par (α1 − β1) par rapport à l’indéterminée α1 :

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = (α1 − β1)Q(−→α ,

−→
β , u0, v0) +R(α2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βm, u0, v0) . (1)

On choisit λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0 ∈ C avec a0 6= 0 et b0 6= 0, et on considère la
spécialisation

αi = λi pour i ∈ {2, . . . , n} , βj = µj pour j ∈ {1, . . . ,m} ,
u0 = a0 , v0 = b0 , α1 = µ1 .

Avec cette spécialisation f et g ont une racine commune, donc

Res(f, g) = Φ(µ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0) = 0 .

On applique la spécialisation à (1) et on obtient

0 = (µ1−µ1)Q(µ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0)+R(λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0)

= R(λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0) .
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Cette égalité étant vraie quelque soient λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µm, a0, b0, on en déduit que
R = 0, donc

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = (α1 − β1)Q(−→α ,

−→
β , u0, v0) .

Lemme 6.10. La partie homogène de plus haut degré en les β1, . . . , βm de Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0)

vaut
(−1)nmum0 v

n
0 (β1β2 · · · βm)n .

Démonstration. Exercice.

Théorème 6.11. Avec les notations ci-dessus :

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = um0 v

n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) = um0

n∏
i=1

g(αi) = (−1)nmvn0

m∏
j=1

f(βj) .

Démonstration. Par le lemme 6.9 αi−βj divise Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) pour tous i ∈ {1, . . . , n}

et j ∈ {1, . . . ,m}, ces éléments sont 2 à 2 premiers entre eux, et A = Z[−→α
−→
β , u0, v0] est

factoriel, donc il existe F ∈ A tel que

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = F

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) .

Par le lemme 6.10 la partie homogène de plus haut degré en les β1, . . . , βm de Φ(−→α ,
−→
β ,

u0, v0) vaut
(−1)nmum0 v

n
0 (β1β2 · · · βm)n .

Par ailleurs, on observe que la partie homogène de plus haut degré en les β1, . . . , βm de∏
i,j(αi − βj) vaut

(−1)nm(β1β2 · · · βm)n .

On en déduit que F = um0 v
n
0 , donc

Φ(−→α ,
−→
β , u0, v0) = um0 v

n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) .

Les deux autres égalités découlent directement de la première.

Corollaire 6.12. Soient A un anneau intègre et f, g ∈ A[X] deux polynômes non con-
stants. Notons n,m les degrés de f, g, respectivement.
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(1) Supposons que f s’écrit sous la forme

f = a0

n∏
i=1

(X − λi) ,

où λ1, . . . , λn, a0 ∈ A, a0 6= 0. Alors

Res(f, g) = am0

n∏
i=1

g(λi) .

(2) Supposons que f et g s’écrivent sous la forme

f = a0

n∏
i=1

(X − λi) , g = b0

m∏
j=1

(X − µj) ,

où λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µm, a0, b0 ∈ A, a0 6= 0 et b0 6= 0. Alors

Res(f, g) = am0 b
n
0

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) .

Démonstration. Exercice.

Définition. Soient K un corps algébriquement clos et f ∈ K[X] un polynômes de degré
n ≥ 2. On écrit f sous la forme

f = a0

n∏
i=1

(X − λi) ,

où λ1, . . . , λn, a0 ∈ K, a0 6= 0. Le discriminant de f est défini par

Disc(f) =
∏
i<j

(λi − λj)2 .

Remarque. Il est clair que f a une racine multiple si et seulement si Disc(f) = 0. Par
ailleurs, on sait que f a une racine multiple si et seulement si Res(f, f ′) = 0.

Proposition 6.13. Soient K un corps algébriquement clos et f ∈ K[X] un polynôme
unitaire de degré n ≥ 2. Alors

Res(f, f ′) = (−1)
n(n−1)

2 Disc(f) .
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Démonstration. On écrit f sous la forme

f =
n∏
i=1

(X − λi) ,

où λ1, . . . , λn ∈ K. On a

f ′ =
n∑
i=1

∏
j 6=i

(X − λj) ,

donc, pour tout k ∈ {1, . . . , n},

f ′(λk) =
n∑
i=1

∏
j 6=i

(λk − λj) =
∏
j 6=k

(λk − λj) ,

d’où

Res(f, f ′) =
n∏
k=1

f ′(λk) =
n∏
k=1

∏
j 6=k

(λk − λj) = (−1)
n(n−1)

2

∏
k<j

(λk − λj)2

= (−1)
n(n−1)

2 Disc(f) .

Partie 2 : Extensions de corps

7 Extensions algébriques

Définition. Si E est un corps et F un sous-corps de E on dit que F ⊂ E est une extension
de corps. On observe que, si F ⊂ E est une extension de corps, E est un espace vectoriel
sur F. La dimension de E vu comme espace vectoriel sur F s’appelle le degré de l’extension
et se note [E : F]. On dit que l’extension est de degré fini si [E : F] est fini.

Définition. Soient F ⊂ E une extension de corps et α ∈ E. On dit que α est algébrique
sur F s’il existe un polynôme non nul f ∈ F[X] tel que f(α) = 0. Autrement on dit que
α est transcendant sur F.

Remarque-définition. Soient F ⊂ E une extension et α ∈ E un élément algébrique sur
F. Le noyau de l’homomorphisme

ψ : F[X] → E
f 7→ f(α)

est non trivial. Comme F[X] est principal, il existe un polynôme non nul p ∈ F[X], unique
à multiplication par un scalaire près, tel que Kerψ = (p). L’homomorphisme ψ induit un
homomorphisme injectif

ψ̄ : F[X]/(p)→ E .
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Comme E est un corps et ψ̄ est injectif, F[X]/(p) doit être intègre, donc p est premier.
Ce polynôme p s’appelle le polynôme minimal de α.

Définition. On dit qu’une extension F ⊂ E est algébrique si tout élément de E est
algébrique sur F.

Proposition 7.1. Toute extension de corps de degré fini est algébrique.

Démonstration. Soit F ⊂ E une extension de degré fini. Posons n = [E : F]. Soit
α ∈ E. Le cardinal de l’ensemble {1, α, . . . , αn} est n+ 1, donc cet ensemble est lié, donc
il existe a0, a1, . . . , an ∈ F non tous nuls tels que

a0 + a1α + · · ·+ anα
n = 0 .

Posons
f = a0 + a1X + · · ·+ anX

n .

Alors f est un polynôme non nul dans F[X] et f(α) = 0. Ceci montre que α est algébrique
sur F.

Proposition 7.2. Soient K,F,E des corps tels que K ⊂ F ⊂ E. Soient X une base de
F vu comme espace vectoriel sur K et Y une base de E vu comme espace vectoriel sur
F. Alors {xy |x ∈ X et y ∈ Y} est une base de E vu comme espace vectoriel sur K. En
particulier

[E : K] = [E : F] · [F : K] .

Démonstration. Soit γ ∈ E. Comme Y est une base de E vu comme espace vectoriel
sur F, il existe n ∈ N, y1, . . . , yn ∈ Y et β1, . . . , βn ∈ F tels que

γ =
n∑
i=1

βi yi .

Comme X est une base de F vu comme espace vectoriel surK, il existem ∈ N, x1, . . . , xm ∈
X et, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, αi,1, . . . , αi,m ∈ K, tels que

βi =
m∑
j=1

αi,j xj .

D’où

γ =
n∑
i=1

m∑
j=1

αi,j xjyi .

Ceci montre que {xy |x ∈ X et y ∈ Y} engendre E vu comme espace vectoriel sur K.
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Supposons donnés n,m ∈ N, y1, . . . , yn ∈ Y , x1, . . . , xm ∈ X , et {αi,j ; i ∈ {1, . . . , n} et
j ∈ {1, . . . ,m}} tels que

n∑
i=1

m∑
j=1

αi,j xjyi = 0 .

Pour i ∈ {1, . . . , n} on pose

βi =
m∑
j=1

αi,j xj ∈ F .

On a
n∑
i=1

βi yi = 0

et Y est une base de E vu comme espace vectoriel sur F, donc

βi =
m∑
j=1

αi,j xj = 0

pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Comme X est une base de F vu comme espace vectoriel sur K,
cette dernière égalité implique que αi,j = 0 pour tous i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . ,m}.
Ceci montre que {xy |x ∈ X et y ∈ Y} est libre.

Corollaire 7.3. Soient K,F,E trois corps tels que K ⊂ F ⊂ E. Alors K ⊂ E est une
extension de degré fini si et seulement si K ⊂ F et F ⊂ E sont des extensions de degré
fini.

Notation. Soient F ⊂ E une extension de corps et α ∈ E. On note F(α) le plus petit
sous-corps de E contenant F et α.

Lemme 7.4. Soient F ⊂ E une extension de corps et α ∈ E. Alors F(α) est formé des

éléments de la forme f(α)
g(α)

où f, g ∈ F[X], g(α) 6= 0.

Démonstration. Exercice

Proposition 7.5. Soient F ⊂ E une extension de corps et α ∈ E un élément algébrique
sur F.

(1) F (α) = F [α].

(2) Soit p le polynôme minimal de α. Alors F [α] ' F [X]/(p).

(3) [F (α) : F] = deg p.
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Démonstration. Rappelons l’homomorphisme

ψ : F[X] → E
f 7→ f(α)

Rappelons encore que Kerψ = (p). Remarquons que l’égalité f(α) = 0 équivaut à
f ∈ Kerψ, c’est-à-dire à f est divisible par p.

Soit β ∈ F(α). Par le Lemme 7.4 il existe g1, g2 ∈ F[X] tels que g2(α) 6= 0 et β = g1(α)
g2(α)

.

Par les observations précédentes, Le fait que g2(α) 6= 0 implique que p ne divise pas g2
donc que g2 et p sont premiers entre eux car p est premier. On peut donc trouver des
polynômes h1, h2 ∈ F[X] tels que

h1p+ h2g2 = 1

En spécialisant cette égalité en X = α on obtient

1 = h1(α)p(α) + h2(α)g2(α) = h2(α)g2(α)

⇒ h2(α) =
1

g2(α)

⇒ β =
g1(α)

g2(α)
= g1(α)h2(α) ∈ F[α] .

Ceci montre que F(α) ⊂ F[α]. L’inclusion F[α] ⊂ F (α) est triviale.

On a Imψ = F[α] = F(α) et Kerψ = (p), donc

F[X]/(p) = F[X]/Kerψ ' Imψ = F(α) .

Pour f ∈ F[X] on note [f ] la classe de f dans F[X]/(p) ' F(α). Posons d = deg p.
On va montrer que {1, [X], . . . , [Xd−1]} est une base de F[X]/(p). Ceci implique que
d = [F(α),F].

Soit f ∈ F[X]. Soit f = qp+ r la division de f par p. Comme deg r < d, on peut écrire r
sous la forme

r = a0 + a1X + · · ·+ ad−1X
d−1 ,

avec a0, a1, . . . , ad−1 ∈ F. Alors

[f ] = [r] = a0 [1] + a1 [X] + · · ·+ ad−1 [Xd−1] .

Ceci montre que {1, [X], . . . , [Xd−1]} engendre F[X]/(p).

Soient a0, a1, . . . , ad−1 ∈ F tels que

a0 1 + a1 [X] + · · ·+ ad−1 [Xd−1] = 0 .
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Posons
r = a0 + a1X + · · ·+ ad−1X

d−1 ∈ F[X] .

On a
[r] = a0 1 + a1 [X] + · · ·+ ad−1 [Xd−1] = 0 ,

donc p divise r, donc r = 0 car deg r < d = deg p, donc a0 = a1 = · · · = ad−1 = 0. Ceci
montre que {1, [X], . . . , [Xd−1]} est libre.

Corollaire 7.6. Soient F ⊂ E une extension de corps et α ∈ E. Alors α est algébrique
sur F si et seulement si l’extension F ⊂ F(α) est de degré fini.

Démonstration. Si α est algébrique alors F ⊂ F(α) est de degré fini par la proposi-
tion 7.5 (3). Réciproquement, si F ⊂ F (α) est de degré fini, alors α est algébrique par la
proposition 7.1 (car α ∈ F(α)).

Définition. Soient F ⊂ E une extension de corps et α1, . . . , αn ∈ E. On note F(α1, . . . ,
αn) le plus petit sous-corps de E contenant F et α1, . . . , αn. On dit que l’extension
F ⊂ E est de type fini s’il existe un nombre fini d’éléments α1, . . . , αn ∈ E tels que
E = F(α1, . . . , αn).

Lemme 7.7. Soient F ⊂ E une extension de corps et α1, . . . , αn ∈ E. Alors F(α1, . . . , αn)

est formé des fractions de la forme f(α1,...,αn)
g(α1,...,αn)

avec f, g ∈ F[X1, . . . , Xn] et g(α1, . . . , αn) 6=
0.

Démonstration. Exercice.

Proposition 7.8. Toute extension de degré fini est de type fini. La réciproque est fausse.

Démonstration. Exercice.

Proposition 7.9. Soient F ⊂ E une extension de type fini et α1, . . . , αn ∈ E tels que
E = F(α1, . . . , αn). Alors F ⊂ E est de degré fini si et seulement si α1, . . . , αn sont
algébriques sur F.

Démonstration. Supposons que l’extension F ⊂ E est de degré fini. Par la proposi-
tion 7.1 il en découle que l’extension est algébrique, donc α1, . . . , αn sont algébriques car
α1, . . . , αn ∈ E.

Maintenant on suppose que α1, . . . , αn sont algébriques sur F et on démontre que l’exten-
sion F ⊂ E est de degré fini. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 suit de la
proposition 7.5. Supposons que n ≥ 2 plus l’hypothèse de récurrence. Par hypothèse de
récurrence l’extension F ⊂ F(α1, . . . , αn−1) est de degré fini. Il est clair que le fait que αn
soit algébrique sur F implique qu’il est algébrique sur F(α1, . . . , αn−1), donc, encore par
la proposition 7.5, l’extension

F(α1, . . . , αn−1) ⊂ F(α1, . . . , αn−1)(αn) = F(α1, . . . , αn−1, αn) = E
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est de degré fini. On en conclue par le corollaire 7.3 que l’extension F ⊂ E est de degré
fini.

Notation. Soient F1,F2,E 3 corps tels que F1 ⊂ E et F2 ⊂ E. Alors F1F2 désigne le plus
petit sous-corps de E contenant F1 ∪ F2.

Lemme 7.10. Soient F1,F2,E 3 corps tels que F1 ⊂ E et F2 ⊂ E. Soit β ∈ F1F2. Alors
il existe un nombre fini d’éléments α1, . . . , αn ∈ F2 tels que β ∈ F1(α1, . . . , αn).

Démonstration. Posons

U = {β ∈ E ; il existe n ∈ N et α1, . . . , αn ∈ F2 tels que β ∈ F1(α1, . . . , αn)} .

On a clairement les inclusions

F1 ⊂ U , F2 ⊂ U , U ⊂ F1F2 .

Donc, pour démontrer que U = F1F2, il suffit de montrer que U est un sous-corps de E.

On a 1, 0 ∈ F1 et F1 ⊂ U , donc 1, 0 ∈ U . Soient β1, β2 ∈ U . Il existe n ∈ N et
α1, . . . , αn ∈ F2 tels que β1 ∈ F1(α1, . . . , αn). De même, il existe m ∈ N et α′1, . . . , α

′
m ∈ F2

tels que β2 ∈ F1(α′1, . . . , α′m). On a

β1 − β2 ∈ F1(α1, . . . , αn, α
′
1, . . . , α

′
m) ,

donc β1 − β2 ∈ U . De même, si β1 6= 0 et β2 6= 0, on a

β1β
−1
2 ∈ F1(α1, . . . , αn, α

′
1, . . . , α

′
m) ,

donc β1β
−1
2 ∈ U . Ceci montre que U est un sous-corps de E.

Proposition 7.11.

(1) Soient K,F,E trois corps tels que K ⊂ F ⊂ E. Alors K ⊂ E est une extension de
degré fini si et seulement si K ⊂ F et F ⊂ E sont des extensions de degré fini.

(2) Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E et K ⊂ F2 ⊂ E. Si K ⊂ F2 est
une extension de degré fini, alors F1 ⊂ F1F2 est une extension de degré fini.

(3) Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E et K ⊂ F2 ⊂ E. Si K ⊂ F1

et K ⊂ F2 sont des extensions de degré fini, alors K ⊂ F1F2 est une extension de
degré fini.

Démonstration. La partie (1) est déjà connue (voir le corollaire 7.3). La partie (3)
découle des parties (1) et (2) . En effet, si K ⊂ F1 et K ⊂ F2 sont des extensions de degré
fini, alors F1 ⊂ F1F2 est une extension de degré fini par (2) et donc, par (1), K ⊂ F1F2

est une extension de degré fini. Reste à démontrer la partie (2).
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Supposons que K ⊂ F2 est une extension de degré fini. Par la proposition 7.8, K ⊂ F2 est
de type fini, donc il existe α1, . . . , αn ∈ F2 tels que F2 = K(α1, . . . , αn). Par la proposi-
tion 7.9 α1, . . . , αn sont algébriques sur K. Comme F1 ⊂ F1F2 et α1, . . . , αn ∈ F2 ⊂ F1F2,
on a F1(α1, . . . , αn) ⊂ F1F2. Par ailleurs F1 ⊂ F1(α1, . . . , αn) et F2 = K(α1, . . . , αn) ⊂
F1(α1, . . . , αn), donc F1F2 ⊂ F1(α1, . . . , αn). D’où F1F2 = F1(α1, . . . , αn). Comme
α1, . . . , αn sont algébriques sur K, ils sont algébriques sur F1, donc, par la proposition 7.9,
F1 ⊂ F1(α1, . . . , αn) = F1F2 est de degré fini.

Proposition 7.12.

(1) Soient K,F,E trois corps tels que K ⊂ F ⊂ E. Alors K ⊂ E est une extension
algébrique si et seulement si K ⊂ F et F ⊂ E sont des extensions algébriques.

(2) Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E et K ⊂ F2 ⊂ E. Si K ⊂ F2 est
une extension algébrique, alors F1 ⊂ F1F2 est une extension algébrique.

(3) Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E et K ⊂ F2 ⊂ E. Si K ⊂ F1 et
K ⊂ F2 sont des extensions algébriques, alors K ⊂ F1F2 est une extension algébrique.

Démonstration.

Démonstration de (1). Soient K,F,E trois corps tels que K ⊂ F ⊂ E. Supposons que
K ⊂ E est une extension algébrique. Soit α ∈ F. On a α ∈ E, donc α est algébrique
sur K. Ceci montre que K ⊂ F est une extension algébrique. Soit β ∈ E. Alors β est
algébrique sur K, donc est algébrique sur F car K ⊂ F. Ceci montre que F ⊂ E est une
extension algébrique.

Supposons maintenant que K ⊂ F et F ⊂ E sont des extensions algébriques. Soit β ∈ E.
Il existe un polynôme non nul f ∈ F[X] tel que f(β) = 0. On pose

f = a0 + a1X + · · ·+ anX
n .

Comme a0, . . . , an ∈ F, ils sont algébriques sur K, donc, par la proposition 7.9, l’extension
K ⊂ K(a0, a1, . . . , an) est de degré fini. Par ailleurs, comme f(β) = 0, β est algébrique
sur K(a0, a1, . . . , an), donc, par la proposition 7.9, K(a0, a1, . . . , an) ⊂ K(a0, a1, . . . , an, β)
est une extension de degré fini. Par la proposition 7.11 (1) on en déduit que K ⊂
K(a0, a1, . . . , an, β) est une extension de degré fini donc, par la proposition 7.1, c’est
une extension algébrique. En particulier, β est algébrique sur K. Ceci montre que K ⊂ E
est une extension algébrique.

Démonstration de (2). Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E, K ⊂
F2 ⊂ E et K ⊂ F2 est une extension algébrique. Soit β ∈ F1F2. Par le lemme 7.10
il existe un nombre fini d’éléments α1, . . . , αn ∈ F2 tels que β ∈ F1(α1, . . . , αn). Les
éléments α1, . . . , αn sont algébriques sur K donc sont algébriques sur F1, donc, par la
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proposition 7.9, l’extension F1 ⊂ F1(α1, . . . , αn) est de degré fini donc algébrique. En
particulier, β est algébrique sur F1. Ceci montre que l’extension F1 ⊂ F1F2 est algébrique.

Démonstration de (3). Soient K,F1,F2,E quatre corps tels que K ⊂ F1 ⊂ E, K ⊂
F2 ⊂ E, et les extensions K ⊂ F1 et K ⊂ F2 sont algébriques. Par (2) F1 ⊂ F1F2 est une
extension algébrique, puis, par (1), l’extension K ⊂ F1F2 est algébrique.

8 Clôture algébrique

Définition. Soient F ⊂ E1 une extension de corps, E2 un autre corps et σ : F → E2

un homomorphisme. Un homomorphisme τ : E1 → E2 tel que τ |F = σ s’appelle un
prolongement de σ. Si, de plus, F ⊂ E2 et σ = IdF, on dit que τ est un F-homomorphisme.

Remarque.

(1) Rappelons que tout homomorphisme σ : F→ E entre deux corps est injectif.

(2) Si τ : E1 → E2 est un F-homomorphisme, alors τ est une application linéaire
d’espaces vectoriels sur F.

Lemme 8.1. Soit F ⊂ E une extension algébrique. Alors tout F-endomorphisme τ : E→
E est un automorphisme.

Démonstration. Soit τ : E→ E un F-endomorphisme. Comme souligné précédemment,
on sait déjà que τ est injectif, donc reste à démontrer que τ est surjectif.

Soit α ∈ E. Soit p ∈ F[X] le polynôme minimal de α. Notons α1, . . . , αk les racines de p
qui se trouvent dans E. On peut en toute généralité supposer que α = α1. Posons

p = a0 + a1X · · ·+ adX
d .

Pour tout i ∈ {1, . . . , k} on a

p(τ(αi)) = a0 + a1τ(αi) + · · ·+ adτ(αi)
d = τ(a0) + τ(a1)τ(αi) + · · ·+ τ(ad)τ(αi)

d

= τ(a0 + a1 αi + · · ·+ ad α
d
i ) = τ(0) = 0 ,

donc τ(αi) ∈ {α1, . . . , αk}. Par ce qui précède, l’application τ se restreint en une applica-
tion τ : {α1, . . . , αk} → {α1, . . . , αk} injective. Comme {α1, . . . , αk} est fini, cette applica-
tion est une bijection. On en déduit qu’il existe αi ∈ {α1, . . . , αk} tel que τ(αi) = α1 = α.
Ceci montre que τ est surjectif.

Nototation. Soient F1,F2,E trois corps tels que F1 ⊂ E et F2 ⊂ E. On note F1[F2] =
F2[F1] le sous-anneau de E engendré par F1 ∪ F2.

Lemme 8.2. Soient F1,F2,E trois corps tels que F1 ⊂ E et F2 ⊂ E.
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(1) F1[F2] est formé des éléments de la forme

a1b1 + · · ·+ anbn ,

avec n ∈ N, a1, . . . , an ∈ F1 et b1, . . . , bn ∈ F2.

(2) F1F2 est le corps des fractions de F1[F2].

Démonstration. Exercice.

Lemme 8.3. Soient F1,F2,E1,E2 quatre corps tels que F1 ⊂ E1 et F2 ⊂ E1 et τ : E1 → E2

un homomorphisme. Alors
τ(F1F2) = τ(F1) τ(F2) .

Démonstration. Soit α ∈ F1F2. Par le lemme 8.2, il existe n,m ∈ N, a1, . . . , an, a
′
1,

. . . , a′m ∈ F1 et b1, . . . , bn, b
′
1, . . . , b

′
m ∈ F2 tels que

α =
a1b1 + · · ·+ anbn
a′1b
′
1 + · · ·+ a′mb

′
m

.

Alors

τ(α) =
τ(a1) τ(b1) + · · ·+ τ(an) τ(bn)

τ(a′1) τ(b′1) + · · ·+ τ(a′m) τ(b′m)
∈ τ(F1) τ(F2) .

Ceci montre que τ(F1F2) ⊂ τ(F1)τ(F2). Par ailleurs, τ(F1F2) est un sous-corps de E2

contenant τ(F1) et τ(F2), donc τ(F1)τ(F2) ⊂ τ(F1F2). On en conclue que τ(F1F2) =
τ(F1)τ(F2).

Lemme 8.4. Soient F un corps et f ∈ F[X] un polynôme non constant. Il existe une
extension F ⊂ E telle que E contienne une racine de f .

Démonstration. Soit p un facteur premier de f . PosonsM = (p). Comme p est premier
(et F[X] est un anneau principal), l’idéalM est maximal, donc E = F[X]/M est un corps.
Pour tout h ∈ F[X] on note [h] la classe de h dans F[X]/M = E. On peut supposer F
inclus dans E via l’homomorphisme injectif

F → E ,
a 7→ [a] .

Par ailleurs, si α = [X] ∈ E, alors

p(α) = p([X]) = [p(X)] = 0 .

Corollaire 8.5. Soient F un corps et f1, . . . , fn ∈ F[X] un nombre fini de polynômes non
constants. Il existe une extension F ⊂ E telle que E contienne une racine de fi pour tout
i ∈ {1, . . . , n}.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est couvert par le
lemme 8.4. On suppose que n ≥ 2 plus l’hypothèse de récurrence. Par récurrence, il existe
une extension F ⊂ E′ telle que E′ contienne une racine de fi pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}.
En considérant fn comme un élément de E′[X] et en appliquant de nouveau le lemme 8.4,
on en déduit qu’il existe une extension E′ ⊂ E telle que E contienne une racine de fn.
Alors E contient une racine de fi pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Définition (Rappel). On dit qu’un corps K est algébriquement clos si tout polynôme non
constant à coefficients dans K a une racine dans K.

Lemme 8.6. Soient F un corps algébriquement clos et F ⊂ E une extension algébrique.
Alors F = E.

Démonstration. Soit α ∈ E. Soit p ∈ F[X] le polynôme minimal de α. Comme F est
algébriquement clos, p est de degré 1 (voir le lemme 1.17), donc est de la forme p = aX+b
avec a, b ∈ F, a 6= 0. D’où

p(α) = aα + b = 0 ⇒ α =
−b
a
∈ F .

Définition (Rappel). Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre ≤. On dit que E
est inductif si E 6= ∅ et si toute châıne de E admet un majorant.

Axiome (Lemme de Zorn). Soit E un ensemble inductif. Alors E admet un élément
maximal.

Lemme 8.7. Soient A un anneau commutatif et I un idéal propre de A. Il existe un
idéal maximal M de A tel que I ⊂M ⊂ A.

Démonstration. Exercice.

Proposition 8.8. Soit F un corps. Il existe une extension F ⊂ E telle que tout polynôme
non constant f ∈ F[X] contient une racine dans E.

Démonstration. Soit

S = {Xf ; f ∈ F[X] et deg f ≥ 1}

un ensemble abstrait en bijection avec les polynômes non constants de F[X]. On considère
l’anneau F[S] des polynômes en S. Si P ∈ F[S], il existe un nombre fini Xf1 , . . . , Xfn

d’éléments de S tels que

P = P (Xf1 , . . . , Xfn) ∈ F[Xf1 , . . . , Xfn ] ⊂ F[S] .

Soit
I = (f(Xf ) ; f ∈ F[X] et deg f ≥ 1) ⊂ F[S] .
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Assertion. I est un idéal propre de F[S].

Preuve. On raisonne par l’absurde et on suppose que I = F[S], en particulier que 1 ∈ I.
Il existe n ∈ N, f1, . . . , fn ∈ F[X] non constants, et P1, . . . , Pn ∈ F[S] tels que

(∗) 1 = P1 f1(Xf1) + · · ·+ Pn fn(Xfn) .

Par le corollaire 8.5, il existe une extension F ⊂ E′ qui contient une racine αi de fi pour
tout i ∈ {1, . . . , n}. Soit ψ : F[S]→ E′ l’homomorphisme défini par :

ψ|F = IdF ,

ψ(Xfi) = αi pour i ∈ {1, . . . , n} ,
ψ(Xf ) = 0 si f 6∈ {f1, . . . , fn} .

En appliquant ψ à (∗) on obtient

1 = ψ(P1)ψ(f1(Xf1)) + · · ·+ ψ(Pn)ψ(f1(Xfn))

= ψ(P1) f1(α1) + · · ·+ ψ(Pn) f1(αn) = 0 .

Ceci est une contradiction, donc 1 6∈ I et donc I 6= F[S].

Fin de la démonstration. Soit M un idéal maximal de F[S] qui contient I. Posons
E = F[S]/M. Comme M est un idéal maximal, E est un corps. Soit ϕ : F → E
l’homomorphisme naturel. Comme F est un corps, cet homomorphisme est injectif, donc
on peut supposer que F est un sous-corps de E en l’identifiant à ϕ(F).

Pour P ∈ F[S] on note [P ] l’élément de E = F[S]/M représenté par P . Si f ∈ F[X] est
un polynôme non constant, on pose

αf = [Xf ] ∈ E .

Alors, pour f ∈ F[X] non constant, on a

f(αf ) = [f(Xf )] = 0 ,

car f(Xf ) ∈ I ⊂ M. Ceci montre que tout polynôme non constant de F[X] admet une
racine dans E.

Théorème 8.9. Soit F un corps. Il existe une extension F ⊂ E telle que E soit
algébriquement clos.

Démonstration. On définit une suite de corps En, n ∈ N, par récurrence sur n comme
suit. On pose E0 = F. Supposons que En soit défini. Alors En+1 est un corps contenant En
tel que tout polynôme non constant f ∈ En[X] a une racine dans En+1. La proposition 8.8
garantit qu’une telle extension En ⊂ En+1 existe. On a une châıne

F = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En ⊂ En+1 ⊂ · · ·
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On pose

E =
∞⋃
n=0

En .

On définit des opérations + et · dans E comme suit. Soient x, y ∈ E. Par définition, il
existe n1, n2 ∈ N tels que x ∈ En1 et y ∈ En2 . Posons n = max{n1, n2}. On a x, y ∈ En.
Alors x+ y est la somme de x et y dans En et x · y est le produit de x et y dans En. On
vérifie facilement que ces opérations sont bien définies et que E muni de ces opérations est
un corps. Il est évident qu’il contient E0 = F. Reste à montrer qu’il est algébriquement
clos.

Soit
f = a0 + a1X + · · ·+ adX

d

un polynôme non constant à coefficients dans E. Pour tout i ∈ {1, . . . , d} il existe ni ∈
N tel que ai ∈ Eni

. Posons n = max{n1, . . . , nd}. Alors a1, . . . , ad ∈ En, donc f ∈
En[X]. Par construction il existe α ∈ En+1 tel que f(α) = 0. Ceci montre que E est
algébriquement clos.

Théorème 8.10. Soit F un corps. Il existe une extension algébrique F ⊂ E telle que E
est algébriquement clos.

Définition. Soit F un corps. Si F ⊂ E est une extension algébrique telle que E est
algébriquement clos, on dit que E est une clôture algébrique de F.

Démonstration. Par le théorème 8.9 il existe une extension F ⊂ Ê telle que Ê est
algébriquement clos. Posons

E = {α ∈ Ê ; α est algébrique sur F} .

Il est clair que 0, 1 ∈ E. Soient α, β ∈ E. L’extension F ⊂ F(α, β) est de degré fini,
donc algébrique, donc α − β est algébrique sur F, et, si α 6= 0 et β 6= 0, alors αβ−1 est
algébrique sur F. Ceci montre que E est un sous-corps de Ê. De plus, par construction,
l’extension F ⊂ E est algébrique. Reste à montrer que E est algébriquement clos.

Soit f ∈ E[X] non constant. Comme Ê est algébriquement clos, f a une racine dans Ê,
α. Les extension F ⊂ E et E ⊂ E(α) sont algébriques, donc l’extension F ⊂ E(α) est
algébrique (voir proposition 7.12), donc α est algébrique sur F, c’est-à-dire α ∈ E. Ceci
montre que E est algébriquement clos.

Proposition 8.11. Soient F,E,L trois corps tels que F ⊂ E et L est algébriquement
clos, σ : F → L un homomorphisme, et α ∈ E un élément algébrique sur F. Soit
p = a0 + a1X + · · · adXd le polynôme minimal de α,

σ(p) = σ(a0) + σ(a1)X + · · ·+ σ(ad)X
d ,

et β1, . . . , βm les racines de σ(p) dans L.
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(1) Pour tout i ∈ {1, . . . ,m} il existe une extension ϕi : F(α) → L de σ qui envoie α
sur βi.

(2) Si ϕ : F(α)→ L est une extension de σ, alors il existe i ∈ {1, . . . ,m} tel que ϕ = ϕi.

Remarque. On a ϕi 6= ϕj pour i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, car

ϕi(α) = βi 6= βj = ϕj(α) .

Démonstration. Rappelons que l’on a l’isomorphisme

µ : F[X]/(p)→ F(α)

qui envoie [X] sur α (voir proposition 7.5 (2)). Pour i ∈ {1, . . . ,m} on définit l’homomor-
phisme ψ̂i : F[X]→ L en posant

ψ̂i(b0 + b1X + · · ·+ bnX
n) = σ(b0) + σ(b1) βi + · · ·+ σ(bn) βni .

On a ψ̂i(p) = σ(p)(βi) = 0, donc ψ̂i induit un homomorphisme ψi : F[X]/(p) → L. On
pose

ϕi = ψi ◦ µ−1 : F(α)→ L .

Il est clair que ϕi est une extension de σ et ϕi(α) = βi.

Soit ϕ : F(α)→ L une extension de σ. Posons

ψ = ϕ ◦ µ : F[X]/(p)→ L , ψ̂ = ψ ◦ π : F[X]→ L ,

où π : F[X] → F[X]/(p) est la projection naturelle. Soit β = ψ̂(X). On a 0 = ψ̂(p) =
σ(p)(β), donc β est une racine de p, c’est-à-dire qu’il existe i ∈ {1, . . . ,m} tel que β = βi.
On a alors ψ̂ = ψ̂i, ψ = ψi et ϕ = ϕi.

Théorème 8.12. Soient F un corps, et F ⊂ E, F ⊂ L deux extensions algébriques telles
que L est algébriquement clos. Alors il existe un F-homomorphisme σ : E→ L.

Démonstration. Soit S l’ensemble des couples (K, τ), où K est un sous-corps de E
contenant F (i.e. F ⊂ K ⊂ E) et τ : K → L est un F-homomorphisme. Remarquons que
S 6= ∅ car (F, IdF) ∈ S. On définit une relation d’ordre ≤ sur S par :

(K1, τ1) ≤ (K2, τ2) si K1 ⊂ K2 et τ2|K1 = τ1 .

Soit C = {(Ki, τi)}i∈I un châıne non vide dans S. Posons

K =
⋃
i∈I

Ki .
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Montrons que K est un sous-corps de E. Soient α, β ∈ K. Il existe i, j ∈ I tels que
α ∈ Ki et β ∈ Kj. On peut en toute généralité supposer que (Ki, τi) ≤ (Kj, τj). On alors
α, β ∈ Kj, donc α− β ∈ Kj ⊂ K et, si α, β 6= 0, αβ−1 ∈ Kj ⊂ K.

On définit τ : K→ L comme suit. Soit α ∈ K. Soit i ∈ I tel que α ∈ Ki. On pose

τ(α) = τi(α) .

On vérifie facilement que τ est bien défini et est un homomorphisme. Il est clair que
(K, τ) est un majorant de C.

Par le lemme de Zorn, S a un élément maximal, (K, τ). Montrons par l’absurde que
K = E. On suppose que K 6= E. On choisit α ∈ E \ K. Comme α est algébrique sur K,
par la proposition 8.11, τ admet une extension τ̃ : K(α) → L. On a (K(α), τ̃) ∈ S et
(K, τ) � (K(α), τ̃) ce qui contredit la maximalité de (K, τ). D’où K = E et τ : E→ L est
un F-homomorphisme.

Théorème 8.13. Soient F un corps et E1,E2 deux clôtures algébriques de F. Alors il
existe un F-isomorphisme τ : E1 → E2.

Démonstration. Par le théorème 8.12 il existe un F-homomorphisme τ : E1 → E2. On
sait que τ est injectif car E1 est un corps, donc il reste à montrer que τ est surjectif.
Comme E1 est algébriquement clos, τ(E1) est aussi algébriquement clos. Par ailleurs
F ⊂ E2 est une extension algébrique et F ⊂ τ(E1) ⊂ E2, donc τ(E1) ⊂ E2 est une
extension algébrique. Par le lemme 8.6 on en conclue que τ(E1) = E2.

9 Corps de décomposition et extensions normales

Définition. Soient F un corps, K ⊃ F une extension, et f ∈ F[X] un polynôme non
constant. On dit que K est un corps de décomposition de f s’il existe α1, . . . , αl ∈ K et
c ∈ F tels que

f = c(X − α1)(X − α2) · · · (X − αl) ,

et K = F(α1, . . . , αl).

Remarque. Dans la définition antérieure c doit être le coefficient dominant de f .

Théorème 9.1. Soient F un corps et f ∈ F[X] un polynôme non constant.

(1) Soient K1,K2 deux corps de décomposition de f . Alors il existe un F-isomorphisme
σ : K1 → K2.

(2) Soit L une clôture algébrique de F. Il existe un unique sous-corps K ⊂ L tel que
F ⊂ K et K est un corps de décomposition de f .
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Démonstration. Notons c le coefficient dominant de f . Soient α1, . . . , αl ∈ K1 tels que

f = c(X − α1) · · · (X − αl)

et K1 = F(α1, . . . , αl), et β1, . . . , βl ∈ K2 tels que

f = c(X − β1) · · · (X − βl)

et K2 = F(β1, . . . , βl). Soit L2 une clôture algébrique de K2. Comme F ⊂ K2 et K2 ⊂ L2

sont des extensions algébriques, F ⊂ L2 est une extension algébrique. Comme, de plus, L2

est algébriquement clos, L2 est une clôture algébrique de F. Le fait que F ⊂ K1 est une
extension algébrique, par le théorème 8.12, implique qu’il existe un F-homomorphisme
σ : K1 → L2.

Notons σ̂ : K1[X]→ L2[X] l’homomorphisme induit par σ. On observe que

f = σ(f) = c(X − σ(α1)) · · · (X − σ(αl))

donc σ(α1), . . . , σ(αl) sont les racines de f dans L2, donc {σ(α1), . . . , σ(αl)} = {β1, . . . ,
βl}. Il en résulte qu’il existe une permutation χ ∈ Sl telle que βχ(i) = σ(αi) pour tout i,
d’où σ(K1) = F(σ(α1), . . . , σ(αl)) = F(β1, . . . , βl) = K2.

Maintenant on démontre la seconde partie du théorème. On suppose que L est une clôture
algébrique de F. Soient α1, . . . , αl les racines de f dans L. On a

f = c(X − α1) · · · (X − αl) .

Posons K = F(α1, . . . , αl). Alors K est un corps de décomposition de f inclus dans L. Il
est clairement le seul corps de décomposition de f inclus dans L.

Corollaire 9.2. Soient F un corps et f ∈ F[X] un polynôme non constant. Alors il existe
un corps de décomposition de f .

Définition. Soient F ⊂ K une extension de corps et F = {fi}i∈I une famille de polynômes
dans F[X]. On dit que K est un corps de décomposition de F si

(a) fi se décompose en facteurs linéaires dans K[X] pour tout i ∈ I ;

(b) K est l’extension de F engendré par toutes les racines de tous les fi.

Théorème 9.3. Soient F un corps et F = {fi}i∈I une famille de polynômes dans F[X].

(1) Soient K1,K2 deux corps de décomposition de F . Alors il existe un F-isomorphisme
σ : K1 → K2.

(2) Soit L une clôture algébrique de F. Il existe un unique sous-corps K ⊂ L tel que
F ⊂ K et K est un corps de décomposition de F .
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Démonstration. Exercice.

Corollaire 9.4. Soient F un corps et F = {fi}i∈I une famille de polynômes dans F[X].
Alors il existe un corps de décomposition de F .

Théorème 9.5. Soient F un corps, L une clôture algébrique de F, et K un corps tel que
F ⊂ K ⊂ L. Alors les 3 conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Tout F-homomorphisme σ : K→ L induit un F-automorphisme σ : K→ K.

(b) K est un corps de décomposition pour une famille F = {fi}i∈I de polynômes de
F[X].

(c) Tout polynôme irréductible de F[X] ayant une racine dans K se décompose en fac-
teurs linéaires dans K[X].

Démonstration. (a) ⇒ (c). On suppose que tout F-homomorphisme σ : K→ L induit
un F-isomorphisme σ : K→ K. Soit p ∈ F[X] un polynôme irréductible ayant une racine
α ∈ K. Soient α1, . . . , αd les racines de p qui sont dans L. On a

p = c(X − α1) · · · (X − αd) ,

où c est le coefficient dominant de p.

Par la proposition 8.11, pour tout i ∈ {1, . . . , d} il existe un F-homomorphisme ϕi :
F(α)→ L qui envoie α sur αi. Par le théorème 8.12 (il faut le modifier un peu) ϕi s’étend
en un F-homomorphisme ϕ̂i : K→ L. Par hypothèse, l’image de ϕ̂i est K, en particulier
αi = ϕ̂i(α) ∈ K. Ceci montre que p se décompose en facteurs linéaires dans K[X].

(c) ⇒ (b). Soit F l’ensemble des polynômes irréductibles p ∈ F[X] ayant une racine
dans K. Montrons que K est le corps de décomposition de F . Soit p ∈ F . Alors p
se décompose en facteurs linéaires par définition. Soit α ∈ K \ F. Soit p le polynôme
minimal de α dans F[X]. Alors p est un polynôme irréductible dans F[X] qui a au moins
une racine dans K, donc p ∈ F . Ceci montre que K est l’extension de F engendrée par
les racines des éléments de F .

(b) ⇒ (a). Supposons que K est le corps de décomposition d’une famille F = {fi}i∈I
de polynômes dans F[X]. Soit σ : K → L un F-plongement. Le corps σ(K) est aussi un
corps de décomposition de F . L’unicité d’un tel corps implique que σ(K) = K, donc σ
induit un F-automorphisme σ : K→ K.

Définition. Si une extension F ⊂ K vérifie les trois propriétés équivalentes du théorè-
me 9.5, on dit que F ⊂ K est une extension normale ou quasi-galoisienne.

Théorème 9.6.
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(1) Soient F,K,L trois corps tels que F ⊂ K ⊂ L. Si l’extension F ⊂ L est normale,
alors l’extension K ⊂ L est normale.

(2) Soient F,K1,K2,L quatre corps tels que F ⊂ K1 ⊂ L et F ⊂ K2 ⊂ L. Si F ⊂ K1 et
F ⊂ K2 sont deux extensions normales, alors F ⊂ K1K2 est une extension normale.

(3) Soient F,K1,K2,L quatre corps tels que F ⊂ K1 ⊂ L et F ⊂ K2 ⊂ L. Si F ⊂ K1

et F ⊂ K2 sont deux extensions normales, alors F ⊂ K1 ∩ K2 est une extension
normale.

Démonstration. On se donne trois corps F,K,L tels que F ⊂ K ⊂ L et on suppose que
l’extension F ⊂ L est normale. Soit L̄ une clôture algébrique de L. Alors L̄ est aussi une
clôture algébrique de F et de K. Si σ : L→ L̄ est un K-plongement, alors σ : L→ L̄ est
un F-plongement, donc σ(L) = L car F ⊂ L est une extension normale. Ceci montre que
K ⊂ L est une extension normale.

Soient F,K1,K2,L quatre corps tels que F ⊂ K1 ⊂ L, F ⊂ K2 ⊂ L et F ⊂ K1, F ⊂ K2

sont des extensions normales. Posons

L0 = {α ∈ L;α est algébrique sur F} .

Alors L0 est un corps, K1,K2 ⊂ L0 car F ⊂ K1 et F ⊂ K2 sont des extensions algébriques,
et K1K2 ⊂ L0 par la proposition 7.12. Soit L̄ une clôture algébrique de L0. C’est aussi
une clôture algébrique de K1, K2 et K1K2. Soit σ : K1K2 → L̄ un F-plongement. On a
σ(K1K2) = σ(K1)σ(K2) par le lemme 8.3 et σ(K1) = K1 et σ(K2) = K2 car F ⊂ K1 et
F ⊂ K2 sont des extensions normales, donc σ(K1K2) = K1K2. Ceci montre que F ⊂ K1K2

est une extension normale.

Soit σ : K1 ∩K2 → L̄ un F-plongement. Alors σ s’étend en un F-plongement τ : L0 → L̄.
Comme F ⊂ K1 et F ⊂ K2 sont des extensions normales, on a τ(K1) = K1 et τ(K2) = K2,
donc

σ(K1 ∩K2) = τ(K1 ∩K2) = τ(K1) ∩ τ(K2) = K1 ∩K2 .

Ceci montre que F ⊂ K1 ∩K2 est une extension normale.

10 Corps finis

Théorème 10.1.

(1) Soient p un nombre premier et n un entier ≥ 1. Alors il existe un corps Fq de
cardinal q, où q = pn.

(2) Soit K un corps fini. Alors il existe un nombre premier p et un entier n ≥ 1 tels
que K ' Fq, où q = pn.
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Démonstration. Soit p un nombre premier. Posons Fp = Z/pZ. Alors Fp est un corps
de cardinal p. Soit maintenant n un entier ≥ 1. Posons q = pn et notons Fq le corps
de décomposition de f = Xq − X sur Fp. Soit U l’ensemble des racines de f . On va
montrer que Fq = U . Toute les racines de f sont simples (car f ′ = 1 6= 0), donc on aura
|Fq| = |U | = deg f = q.

Pour montrer que U = Fq, il suffit de montrer que U est un sous-corps de Fq. Comme U
contiendra toutes les racines de f et Fq est un corps de décomposition de f , cela impliquera
que Fq = U .

• 0q − 0 = 0, donc 0 ∈ U . Par ailleurs, 1q − 1 = 1− 1 = 0, donc 1 ∈ U .

• Soit α ∈ U . Si p = 2, alors −α = α, donc −α ∈ U . Si p 6= 2, alors q = pn est
impair, donc

(−α)q − (−α) = −(αq − α) = 0 .

Dans les deux cas on a −α ∈ U .

• Soit α ∈ U , α 6= 0. Alors

αq − α = α(αq−1 − 1) = 0
⇒ αq−1 − 1 = 0
⇒ αq−1 = 1
⇒ (α−1)q−1 = 1
⇒ (α−1)q − α−1 = 0

donc α−1 ∈ U .

• Soient α, β ∈ U . Alors

(α + β)p = αp + βp ⇒ (α + β)q = αq + βq = α + β ,

donc α + β ∈ U . Par ailleurs

(αβ)q = αqβq = αβ ,

donc αβ ∈ U .

• Soit a ∈ Fp. Si a = 0, alors aq = a = 0. Supposons que a 6= 0. Alors a appartient à
F∗p qui est d’ordre p− 1, donc ap−1 = 1, donc ap = a. Finalement,

aq = (ap)p
n−1

= ap
n−1

= · · · = a ,

d’où a ∈ U .
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Ces points montrent U est un sous-corps de Fq contenant Fp.

Soit K un corps fini. Rappelons l’homomorphisme caractéristique µ : Z → K, 1 7→ 1K.
Soit pZ le noyau de µ. Z/pZ est isomorphe à un sous-anneau de K qui est intègre, donc
doit être intègre, donc p est un nombre premier. En identifiant Z/pZ à l’image de µ, on
peut supposer que Fp = Z/pZ est un sous-corps de K.

Notons n la dimension de K vu comme espace vectoriel sur Fp. Comme K est isomorphe
à (Fp)n en tant qu’espace vectoriel sur Fp, on a |K| = pn. Posons q = pn. Soit α ∈ K.
Si α = 0, alors αq − α = 0 − 0 = 0. Supposons que α 6= 0. On a α ∈ K∗ qui est d’ordre
q − 1, donc

αq−1 = 1
⇒ αq−1 − 1 = 0
⇒ αq − α = 0

Donc, tout élément de K est une racine de f = Xq −X, donc K ⊂ Fq. Comme, de plus,
|K| = |Fq| = q, on conclue que K = Fq.

Définition. Soient p un nombre premier et n un entier ≥ 1. Posons q = pn. Alors
l’application

ϕ : Fq → Fq
α 7→ αp

est un automorphisme appelé automorphisme de Frobenius.

Définition. Soit K un corps. Le groupe de Galois de K est le groupe Gal(K) de auto-
morphismes de K. Si F ⊂ K est une extension, on note aussi Gal(K/F) le groupe des
F-automorphismes de K.

Théorème 10.2. Soient p un nombre premier et n,m deux entiers ≥ 1. Posons q = pn.
Alors Gal(Fqm/Fq) est un groupe cyclique d’ordre m engendré par ϕn, où ϕ : Fqm → Fqm
est l’automorphisme de Frobenius.

Démonstration. Posons ψ = ϕn. Pour α ∈ Fq on a

ψ(α) = ϕn(α) = αp
n

= α ,

donc ψ est bien un Fq-automorphisme. Par ailleurs, pour α ∈ Fqm , on a

ψm(α) = ϕnm(α) = αp
nm

= α ,

donc ψm = Id. Soit d l’ordre de ψ. Par ce qui précède, d divise m (et donc d ≤ m). Pour
tout α ∈ Fqm on a

α = ψd(α) = ϕdn(α) = αp
dn

,

donc tout élément de Fqm est racine du polynôme g = Xpdn−X, donc pdn ≥ |Fqm| = pnm.
Ceci implique que d ≥ m, donc d = m. On a donc que ψ est un élément de Gal(Fqm/Fq)
d’ordre m. Reste à montrer qu’il engendre Gal(Fqm/Fq).
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On raisonne par récurrence sur m. Supposons que m = 1. On a alors Gal(Fqm/Fq) =
Gal(Fq/Fq) = {Id} et ψ = Id, donc ψ engendre Gal(Fqm/Fq).

On Suppose que m ≥ 2 plus l’hypothèse de récurrence. On choisit α0 ∈ Fqm \ Fq. Soit
h ∈ Fq[X] le polynôme minimal de α0 et d son degré. On a d ≥ 2 car α0 6∈ Fq. De
plus [Fq(α0) : Fq] = d et {1, α0, . . . , α

d−1
0 } est une base de Fq(α0) sur Fq. Par ailleurs,

soient α0, α1, . . . , αr−1 les racines de h qui sont incluses dans Fq(α0). Pour tout ρ ∈
Gal(Fq(α0)/Fq), il existe i ∈ {0, 1, . . . , r − 1} tel que ρ(α0) = αi. Par ailleurs, pour
i ∈ {0, 1, . . . , r− 1}, il existe au plus un ρ ∈ Gal(Fq(α0)/Fq) tel que ρ(α0) = αi. En effet,
si ρ, ρ′ ∈ Gal(Fq(α0)/Fq) sont tels que ρ(α0) = ρ′(α0) = αi, alors (ρ−1 ◦ρ′)(α0) = α0, donc
(ρ−1 ◦ρ′)(αk0) = αk0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , d−1}, donc ρ−1 ◦ρ′ = Id car {1, α0, . . . , α

d−1
0 }

est une base de Fq(α0) vu comme espace vectoriel sur Fq et ρ−1 ◦ ρ′ est linéaire sur Fq.
D’où ρ = ρ′. Ceci montre que

|Gal(Fq(α0)/Fq)| ≤ r ≤ d .

Par ailleurs, comme |Fq(α0)| = qd, on a Fq(α0) ' Fqd , donc, par ce qui précède, {ψk; 0 ≤
k ≤ d− 1} est un sous-ensemble de Gal(Fq(α0)/Fq) de cardinal d. Il en résulte que

Gal(Fq(α0)/Fq) = {ψk; 0 ≤ k ≤ d− 1} .

Considérons l’extension Fq(α0) = Fqd ⊂ Fqm . Posons d′ = [Fqm : Fqd ]. On a

qm = |Fqm| = |Fqd |d
′
= qdd

′
,

donc m = dd′. De plus, comme d ≥ 2, on a d′ < m. Par hypothèse de récurrence, il s’en
suit que Gal(Fqm/Fqd) est un groupe cyclique d’ordre d′ engendré par ϕnd = ψd.

Soit ρ ∈ Gal(Fqm/Fq). Pour tout α ∈ Fq(α0) = Fqd on a

ρ(α)q
d − ρ(α) = ρ(αq

d − α) = ρ(0) = 0 ,

donc ρ(α) ∈ Fqd . D’où ρ(Fqd) ⊂ Fqd . Par ce qui précède, on sait qu’il existe k ∈
{0, 1, . . . , d− 1} tel que ρ|F

qd
= ψk|F

qd
. Posons ρ′ = ρ ◦ ψ−k. On a ρ′|F

qd
= Id, donc ρ′ ∈

Gal(Fqm/Fqd). Par ce qui précède, il existe l ∈ {0, 1, . . . , d′ − 1} tel que ρ′ = (ψd)l = ψld.
Finalement, ρ = ρ′ψk = ψk+ld. Ceci montre que Gal(Fqm/Fq) est engendré par ψ.

Corollaire 10.3. Soient p un nombre premier et n un entier ≥ 1. Posons q = pn. Alors
Gal(Fq) est un groupe cyclique d’ordre n engendré par l’automorphisme de Frobenius.

Démonstration. Soit ρ ∈ Gal(Fq). On a ρ(1) = 1, donc

ρ(k) = ρ(1 + 1 + · · ·+ 1) = ρ(1) + ρ(1) + · · ·+ ρ(1) = 1 + 1 + · · ·+ 1 = k

pour tout k ∈ Fp, donc ρ|Fp = Id, c’est-à-dire ρ ∈ Gal(Fq/Fp). Ceci montre que Gal(Fq) =
Gal(Fq/Fp). Par le théorème 10.2 il s’en suit que Gal(Fq) est un groupe cyclique d’ordre
n engendré par ϕ1 = ϕ, où ϕ désigne l’automorphisme de Frobenius.
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