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Algebre
Corrigé de 'examen

Question 1 : (1) On définit V" par récurrence sur n comme suit.
o VU =Ket V¥ =V,
e sin > 2 alors VO = Vo1 gy,

Remarquons que, si p,g € N*, u € V& et v € V®4, alors u ® v € VP9, Si p = 0 on posera
uRv=u-v€V® etsiqg=0,onposerau®@v=2ov-uc V. On pose

o
1= v
n=0
et on définit une opération - sur A comme suit. Soient a,b € A. On écrit

a=ug+u+---+up,etb=v9+v+ -+ vy,

ot p,q € N, u; € V¥ pour tout i € {1,...,p} et v; € V& pour tout j € {1,...,m}. Alors

p+q
ab=3 | S wee
k=0 \i+j=k

On peut vérifier que A muni des opérations internes +, - et de la multiplication externe est une
algebre sur K. Cette algebre s’appelle l’algébre tensorielle de V.

(2) Soit f, : V" — B lapplication définie par

f(vhv??"')vn) :f(vl)f(UQ)"‘f(Un)'

Cette application est n-multilinéaire, donc induit une application linéaire fn VO 5 B Si
n =0, on définit fo: K =V — B par fo(\) = A1p. On vérifie facilement que, si v € V" et
u € VO™ alors

fn(v) fm(u) = fn+m(v ® u) .

Soit @ € T(V). On écrit a sous la forme a = vy + v1 + -+ + vy, o0 v; € Vi pour tout
i€{0,1,...,n}, et on pose

Soient a,b € A. On écrit

a=ug+u+---+upetb=vo+v+ -+ vy,



ot p,q € N, u; € V¥ pour tout i € {1,...,p} et v; € V& pour tout j € {1,...,m}. Alors

ptq Pt
=> i ( > Ui®Uj) => ( > fk(ui®vj))
k=0

i+j=k k=0 \i+j=k
p+q p q
_ (z fz-<uz->fj<vj>) _ (z m) (z fm)) _ H@)F0).
k=0 \i+j=Fk i=0

Par ailleurs,
Fran) = fo(lg) = 15.

Comme f est linéaire par définition, ceci montre que f est un homomorphisme d’algebres.

Question 2 : (1) Soit A est un corps gauche. Soit L un idéal & gauche de A différent de
{04}. Soit a € L, a # 0. Par définition, il existe b € A tel que ba = 14. Si z € A, alors

r=xly=(zbla€L.
Ceci montre que A C L, c’est-a-dire L = A. D’out A n’a que deux idéaux & gauche : A et {04}.

Supposons que A n’a que deux idéaux a gauche : A et {04}. Soit a € A\ {04}. Notons L I'idéal
a gauche engendré par a. Comme L # {04}, car a € L,on a L = A, donc 14 € L, donc il existe
b € A tel que ba = 14.

(2) On note 0 : M — M l’endomorphisme qui & tout z € M associe 0ps. Soient «, 3,7 €
Enda(M). Pour tout x € M on a :

((a+8) +7)(x) = (a+ B)(z) +v(x) = a(x) + B(x) + ~(z)
=a(z) + (B+7)(@) = (a+ (B+7))(x) .

(a+p)(z) = a(x) + f(z) = B(z) + a(z) = (B+ a)(z).
(a+0)(z) = a(z) +0(z) = a(x) + 0 = a(z).
On définit (—a) : M — M par (—a)(z) = —a(x). Il est clair que —a € Endy(M).
(0 + (—a))(x) = a(z) — a(z) = 0nr = 0(z).

Ceci montre que (A, +) est un groupe abélien. Il est clair que la loi o est associative et que
aoldy =Idpyyoa =a.

(@o (B +7)(x) = (B +7)(x)) = a(B(z) +7(z)) = a(6(z)) + a(v(2))
= (o f)(z) + (aoy)(z) = (o B) + (aoy))(z).
((a+B)oy)(z) = (a+ B)((V)(x)) = a(7)(x)) + B((7)(x))
= (aoy)(z) + (Bo)(x) = ((a o)+ (Bo7))(x)

Ceci montre que (End4 (M), +,0) est un anneau.



(3) Soit a: S — S un endomorphisme différent de 0. Ker o est un sous-module de S différent
de S, car « est différent de 0, donc Keraw = {0g}. Ima est un sous-module de S différent de
{05}, car «a est différent de 0, donc Im o = S. Ceci montre que « est inversible.

On vient de montrer que tout o« € End4(S) \ {0} est inversible. Soit 8 l'inverse de a. Alors
B € End4(S) et foa =1d. Ceci montre que End4(S) est un corps gauche.

— —
(4) Soit vg € V\ {0 }. Pour tout v € V'\ {0} il existe a € Endg (V) tel que a(vg) = v, donc
V est engendré par vg comme A-module. Ceci montre que V' est monogene et est engendré par
tout élément de V' \ { 0 }, donc que V' est un A-module simple.

On a un homomorphisme injectif ¢ : K — Endg(V) = A qui & A associe 'homothétie de
rapport A. Cet homomorphisme induit un plongement End4 (V) < Endg (V) = A. Montrons
que Im ¢ = End (V) (via cet homomorphisme).

Soit v € End4 (V). Pour tous a € A = Endg(V) et v € V on a

(yo @)(v) = y(av) = a(y(v)) = (@o7)(v).

On en déduit que 7 est central dans Endg (V) = A, donc est une homothétie, donc est inclus
dans Im ¢.

Soit v € Im ¢. Comme y est central dans A = Endg(V'), pour tous a € Endg (V) et v €V on a

Yav) = (yoa)(v) = (aoy)(v) = a(y(v)).
Ceci montre que v € End4 (V).

Question 3 : (1) Og suppose que ¢ # 0 et on démontre que ¢ est un isomorphisme,
c’est-a-dire que Kerop = {0} et Imp = V5.

Soit v € Ker p. Pour tout g € G on a
= =
e(p1(9)(v)) = p2(9)(p(v)) = p2(9)(0) = 0,
donc p1(g)(v) € Kerg. Ceci montre que Ker ¢ est E)lvariant par p;. Comme p; est simple et
Ker ¢ # V; (car ¢ # 0), on en déduit que Kerp = {0 }.
Soit w € Im . 1l existe v € V; tel que w = ¢p(v). Pour tout g € G on a

p2(9)(w) = p2(9)(¢(v)) = ¢(p1(g)(v))

donc pa(g)(w) € Imp. Ceci montre que Im ¢ est invariant par ps. Comme po est simple et
Ime # {0} (car ¢ # 0), on en conclue que Im ¢ = V5.

(2) Maintenant on suppose que Vi = V5 et p1 = pa. Soient A une valeur propre de ¢ et U C V;
Pespace des vecteurs porpres pour la valeur propre A\. Remarquons que U # {0}. Siu € U,
alors, pour tout g € G,

o(p1(9)(u) = p1(g)(p(u)) = p1(g)(Au) = A p1(g)(u),

donc pi(g)(u) € U. Ceci montre que U est invariant par p;. comme p; est simple et U # {0 },
on en conclue que U = V1, donc que ¢ est ’homothétie de rapport A.



