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Algebre : Série 8

Exercice 1

1. Démontrer que si un polynéme de Z[X] non constant n’est pas irréductible dans Q[X] alors il est
produit de deux polynomes non constants a coefficients dans Z.

Soit A un anneau factoriel ( par exemple Z ) et Q4 son corps de fractions et soit f(X) =
S pa Xt e AX].

Définition
On appelle contenu de f le p.g.c.d des coefficients de f.

C(f) = ngd(U’Oa ay,: - aa/n)'
Remarquons que si ¢(f) = c alors f = ¢f; avec ¢(f1) = 1.

Lemme
Lemme de Gauss. Soient f,g € A[X] alors c(fg) = c(f)e(g).

PREUVE
Par la remarque, il suffit de montrer que si f,g € A[|X] telsque f 0,9 #0, ¢(f) =¢c(g) =1
alors ¢(fg) = 1.

Soit p un nombre premier. Comme ¢(f) = ¢(g) = 1 alors p ne divise pas tous les coefficients de f
et de g égalmement. On écrit

f(X)=a, X"+ ---+ap, ¢g(X)=0b,X"™+ --+bg, fg:cml+anm+n+...Co__

Soient r et s les plus petits entiers tels que p ne divise pas a, et p ne divise pas bs. Dans le produit
fg on considere le coefficient du monéme X"+ quoi est égal &

aObr-&-s + -+ arbs +-+ ar+sb0~

Par définition p divise tous les termes de cette somme sauf a,bs. Par conséquent p ne divise pas

C’I‘Jrs-
Conclusion ¢(fg) = 1. O
Corollaire
Soit f € A[X] et g,h € Qa[X] tels que f = gh. alors il existe g',h' € A[X] et r,s € Qa \ {0} tels
que

9(X)=rd(X), g(X)=sh"(X), f=cf)gl', clg)=c)=1
PREUVE

On désigne par a et b les ppcm des dénominateurs des coefficients de g et h. On a alors g = %gl et
h = %hl ou a,b S A\{O} et g1,h1 S A[X] On a

f=gh= ab.f=g1.hi = ab.c(f) = c(g1h1) = c(g1)c(h1)

On pose
hi = c(h)hs g1 =clg1)g

On a que ¢(h') = ¢(¢’) = 1. et par conséquent
ab.f = g1.hy = c(g1)c(h).g'h = ab.c(f)g'h = f =c(f)g'l.

De plus
1 1 h
g: 791 — 0(91)917 h: 7h1 — C( 1)h/
a a b b




2. En déduire la critere d’Eisenstein :
Soit f(X)=ag+ a1 X + -+ a,X™ un polynome de Z[X] et p un nombre premier tel que
(a) p divise ag,...,an_1;
(b) p ne divise pas a, ;
(c) p? ne divise pas ag.
Alors f est irréductible dans Q[X].
PREUVE
Supposons que f soit réductible dans Q[X] donc aussi réductible dans Z[X] d’apres la question
précédente. Soient alors g, h € Z[X] tels que f = gh. Comme p ne divise pas a,, il ne divise pas
c(f), et puisque ¢(f) = c¢(g)c(h) on peut alors se ramener au cas ou ¢(f) = c(g) =c(h) =1. On a

fX)=a, X"+ +ag, gX)=bX"4+--+by, h=c X +-co. 7>1,s>1,n=r+s

On a ag = bgcg et par (a) et (¢) on a plby ou bien p|cy. On peut supposer que plby et p feo. Tous
les coefficients de g ne sont pas divisibles par p sinon p|a,. On consideére alors le plus petit entier ¢
tel que le coefficient b; n’est pas divisible par p. On a

i<r—1<n-1, a; =bjcog+---byc;

Comme i < n — 1 on sait que p divise a; et par définition de i il divise tous les coefficients by avec
k < i. donc
pl(a; —bi—ic1 + -+ boc;) = bico

Comme p ne divise pas b; et p premier alors il divise ¢yg. On aboutit a une contradiction.

Exercice 2
Soit P € Z[X], avec coefficient dominant 1. Montrer que toutes les racines rationnelles de P sont
entieres.

PREUVE
Soit a = % une racine rationnelle de P avec p A ¢ = 1. Donc il existe @ € Q[X] tel que

Pawqx—ﬁmxy

On désigne par b le ppcm de tous les dénominateurs des coefficients de @ et soit @y € Z[X] tel que
Q= %. On a alors
gbP = (¢X — p)Q1(X)(*).

Comme le polynome P est unitaire, on, a ¢(P) = 1 et par suite gb = ¢(Q1). On en déduit que b divise tous
les coefficients de Q1 et donc @ est a coeflicients entiers et par suite b = 1. Le coefficient dominant de @
est divisible par ¢ puisque ¢(Q) = ¢ et par la relation (*) on déduit que ¢ divise le coeflicient dominant
de P qui est 1. Par conséquent ¢ = 1.

Exercice 3
1. Soit P € Z[X] tel que P(0) et P(1) sont impairs. Montrer que P n’a pas de racines entiers.

PREUVE
Si k est une racine de P alors on peut factoriser dans Z[X] le polynéme P par X — k.

P(X) = (X — H)Q(X)

On a P(0) = —kQ(0) et P(1) = (1 — k)Q(1). Comme P(0) et P(1) sont impairs donc non nuls et
que —k et 1 — k sont de parités différentes on aboutit a une contradiction. O



2. Montrer que P(X) € Z[X] est irréductible si et seulement si P(X + 1) est irréductible.

PREUVE
Evident O

3. Montrer que pour p premier, le p-iéme polynéme cyclotomique
Pp(X)=XP 4 XP 24 XP 4 X 41
est irréductible dans Z[X].

PREUVE
On a

On obtient
p—1 p—2
_ p kE_ yp—1 p k
<I>,,(X+1)k0< +1)X =X +k2(k+1>x +p

Comme p est premier, on sait que que p divise tous les coefficients du binéme ( i i 1 ) pour
1<k+1<p-—1. On peut alors appliquer le critere d’Eisenstein pour conclure. O
Deuxieme preuve Remarquons d’abord que

P _

-2
_ _ Xr—1 (X +1)P -1 s D

O, (X)=XP 14 XP 24 4 X241 X+1 = O (X+1)="+ — = xr! XF*4p.
p(X) FXPTR 4 XX+ — = %(X+1) +k§:1 b1 +p

On applique ensuite Fisenstein.

Exercice 4

Montrer que les polynomes suivants sont irréductibles dans Z[X].
1. X2 —2011X +2011;
Appliquer Eisenstein en remarquant que 2011 est premier.
2. X5 +5X2+1;
Considérer P(X —1).
3. X* +3X2+3;
prendre p = 3.
4. XA+ X +1;
PREUVE
Remarquons d’abord que le polynéme n’a pas de racines entieres puis que P(0) et P(1) sont impairs

( Exercice 3.) Par conséquent, si le polynéme n’est pas irréductible, il se décompose en produit de
deux polynémes & coefficients entiers de degré 2 chacun

X'+ X +1)=(X?+ax+b)(X? +cX +d)

En développant on doit avoir

1 1 a
c=—a;d=—;b+ - =a%* - —ab=1.
' b’ b b
Comme b est un entier, on doit avoir b =1 et a®> = 2, ce qu n’est pas possible. O

5. X4+ 1.
Considérer P(X + 1) et appliquer Eisenstein avec p = 2.



Exercice 5
Soit p un nombre premier. On note F,, = Z/pZ le corps a p éléments. Dans les cas suivants, le polynéme
P(X) est-il irréductible dans F,[X]?
1. p=3et P(X)=X2%2—-2011X + 2011;
On a 2011 = 1(mod3) et X% —2011X + 2011 = X2 +2X +1 = (X + 1)
2. p=5et P(X)=X5+5X%+1;

Xo45X?24+1=X"+1=X+1D)X* - X*+ X - X +1).

3.p=Tet P(X)=X*"+3X%+3;

4. p=1let P(X)=X*+ X +1;

X |0]1]2|3]4|5]|6|7]8]9]10
PX)|[1]3[8[8[8|4|5|0|2)|4
le polynéme admet 7 comme racine et on a dans F1[X] la factorisation

—_

X' 4 X +1=(X-7)(X3+7X%+5X +3).

Exercice 6

Pour p premier, on note Fy = I, \ {0}. Un élément x € T, est un carré s'il existe a € F, tel que
a’? = z, (mod p).

1. Soit p > 3 premier. Montrer qu’il y a p—;l carrés dans 7.

PREUVE
On considere I'application
¢: F, — IF%
T — T
L’application ¢ est un morphisme du groupe multiplicatif F; dont le noyau est {1, —1}. On applique
le premier théoreme d’isomorphisme et on que

Fi/{1,—1} = Im(@).
Comme le groupe Fy, /{1, —1} contient 1?2;1 éléméments, on conclut qua dans Fy il y a pT_l carrés.[]

2. Soit p > 3 premier. Montrer quun au moins —1, 2 ou —2 est un carré dans F,. Pour cela, montrer
que, si —1 n’est pas un carré, alors 2 ou —2 est un carré dans Fy.

PREUVE
Supposons que —1 ne soit pas un carré et soit x € F}, alors @ ou bien —z est un carré. En effet si
x et —z sont des carrés et p#£ 2, on a

2
r=a’ et fx:b2:>71:(g> .

Comme dans Fy il y a p — 1 éléments, la moitié¢ sont des carrés et l'autre moitié¢ est constituée des
opposés des carrés. O

3. Démontrer que le polynome X* + 1 est réductible dans F,, pour tout nombre premier p > 2.

PREUVE
On distingue deux cas selon que -1 est un carré ou non.

2:

o S’il existe a € I, tel que a —1 alors on peut ecrire

Xtr1=X"—a’=(X?-a)(X%+a).



e Si -1 n’est pas un carré, alors il existe a € F, tel que a® = 2 ou a® = —2. En remarquant que
(X2 +aX+D)(X?—aX+ 1) =X+ (2-a)X?+1=X*"+1 si a*=2

ou
(X2 +aX -1D)(X?—aX -1 =X"—2+a>)X’+1=X?+1 s a*=-2.

On peut conclure dans tous les de la réductibilité de X* + 1. O

Exercice 7

Soit k un corps. On note I le sous-ensemble de k[ X ] formé des polynémes dont la somme des coefficients
est nulle. Montrer que I est un idéal de k[X] et trouver P € k[X] tel que I = (P).

PREUVE
Il est évident que I est un idéal de k[X] et que X — 1 € I. Remarquons d’abord que le seul polynéme
constant qui appartient & I est le polynéme nul.

Soit A € I. En effecutuant la division euclidienne de A par X — 1 on obtient

A=(X-1)Q(X)+ R, deg(R)<1.

Le polynéme R est alors constant et appartient a I. Donc R = 0.
Conclusion : I = (X — 1) O

Exercice 8

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Montrer que A[X] est principal si et seulement si A est un
corps.

PREUVE

On sait que si A est un corps alors 'anneau des polynémes A[X] est un anneau euclidien done principal.
Réciproquement on suppose que 'anneau A[X] est principal. Soit @ € A non nul et montrons que

a est inversible. On considere 'idéal I(a, X) engendré par a et X. Comme A[X] est principal il existe

P € A[X] tel que I = (P). Ce polynéme P est forcément constant puisque a est un multiple de P. Donc

il existe (o, 3,7) € A? tels que

a=aR, X=(BX+vR=RBX+Ry= RB=1,7v=0.

On obtient
aB=aRf=al=a=R=1=1¢€1 et I =A[X].

En écrivant que 1 € (a, X) sous la forme 1 = aP + X@Q et en évaluant expression en X = 0 on obtient
1 =aP(0). Donc a est inversible.



